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1 Formale Sprachen — Wieso? Weshalb? Warum?

Die Lehrveranstaltung Theoretische Informatik 2 fiihrt in die Theorie formaler Sprachen
ein, die eines der dltesten und am weitesten entwickelten Gebiete der Theoretischen In-
formatik darstellt. Die Bedeutung dieser Theorie riihrt daher, dass ihre Konzepte und
Methoden die Grundlage fiir die Definition der Syntax von Programmiersprachen und fiir
den Bau ihrer Compiler bilden, wobei insbesondere die Syntaxanalyse unterstiitzt wird
(1.1). Ein zentraler Aspekt der Syntaxanalyse ist die Losung des sogenannten Wortpro-
blems, die sehr viel mit Berechenbarkeit zu tun hat, wie sie im vorigen Semester behandelt
wurde (1.2).

1.1 Syntax von Programmiersprachen und Syntaxanalyse

Wer ein Programm in einer Programmiersprache X schreiben méchte, wéhlt sich hiufig
einen Texteditor Y aus und erstellt mit dessen Hilfe eine bestimmte Zeichenkette, die
dann als Eingabe fiir den Compiler von X dient. Dies ist in Abbildung 1 skizziert.

Zeichenkette Ziel
Texteditor Compiler Lelprogramm
als Quellprogramm

Abbildung 1: Erstellung eines Programms

Man kann nicht erwarten, dass jeder Text, der mit dem Editor Y entstehen kann, bereits
ein Programm in X ist. Denn mit einem Texteditor lassen sich in der Regel beliebi-
ge Zeichenketten aufbauen, wihrend ein Programm eine bestimmte Form haben muss.
Zeichenketten jedoch, die keine Programme sind, wird der Compiler als uniibersetzbar
zuriickweisen. Woher weify aber eine Programmiererin oder ein Programmierer, wie die
Zeichenkette aussehen muss, um ein Programm zu sein? Wie findet der Compiler heraus,
ob irgendeine Zeichenkette ein iibersetzbares Programm darstellt?

Die Form von Programmen einer Programmiersprache wird durch ihre Syntax festgelegt.
Die Syntaxdefinition macht meist duflerst restriktive Vorschriften iiber die Anordnung
und Plazierung von Zeichen, damit eine Zeichenkette ein syntaktisch richtiges Programm
ist. Eine Person, die ein Programm mit Hilfe eines Texteditors erstellen will, sollte die
Syntax recht gut kennen, weil andernfalls sicherlich hidufig Syntaxfehler auftreten. Der
Compiler dagegen iibersetzt die eingegebene Zeichenkette in ein Zielprogamm, falls die
Eingabe ein syntaktisch korrekt gebildetes Programm ist. Um das festzustellen, besitzen
Compiler eine Syntaxanalyse-Komponente, die diese Aufgabe iibernimmt.

Bei der Syntaxanalyse wird fiir eingegebene Zeichenketten untersucht, ob sie Programme
sind oder nicht. Im positiven Fall wird auflerdem der syntaktische Aufbau ermittelt, weil
diese Information bei der weiteren Ubersetzung maBgeblich genutzt wird. Im negativen
Fall werden meist noch Hinweise auf Syntaxfehler gegeben. Die Trennung in “richtige” und



“falsche” Zeichenketten ist in der Regel das entscheidende algorithmische Problem, weil
bei der Losung die zuséitzlichen Informationen ohne allzu grofle Miihe nebenbei gewonnen
werden konnen.

Die syntaktisch richtigen Programme einer Programmiersprache bilden als Menge von
Zeichenketten eine “formale Sprache”. Solche Zeichenkettenmengen sind Gegenstand der
Untersuchung in der Theorie formaler Sprachen, die Konzepte fiir die syntaktische Defini-
tion formaler Sprachen bereitstellt und Methoden liefert, um die Eigenschaften formaler
Sprachen analysieren zu konnen. Zu den wichtigsten Anwendungsfeldern der Theorie
formaler Sprachen gehéren die Syntaxdefinition von Programmiersprachen und die Syn-
taxanalyse. Die Schliisselfrage der Syntaxanalyse, ob eine Zeichenkette ein Programm ist
oder nicht, wird auch Wortproblem genannt. Betrachtet man die Menge aller richtigen
Programme als formale Sprache, dann besteht das Problem darin, ob eine Zeichenkette in
der Sprache liegt oder nicht. Da die Losung des Wortproblems eine zentrale Rolle bei der
Implementierung von Programmiersprachen spielt, aber keineswegs immer auf der Hand
liegt, zieht sich die Behandlung des Wortproblems wie ein roter Faden durch die Theorie
formaler Sprachen — und durch diese Lehrveranstaltung.

Aber erst einmal zuriick zur Syntaxdefinition. Eine grundlegende Weise, formale Spra-
chen, einschliellich Programmiersprachen, zu spezifizieren, besteht darin, die iibliche Art
der Begriffsbildung (unter dem und dem versteht man das und das) in formalisierter
Form zu nutzen. Einem zu definierenden, also noch undefinierten, syntaktischen Kon-
strukt wird ein definierender Ausdruck zugeordnet. Beides zusammen bildet eine Syntax-
regel, das (noch) Undefinierte wird linke, das Definierende rechte Regelseite genannt. Der
definierende Ausdruck der rechten Seite ist eine Zeichenkette, die rekursiv auch wieder
undefinierte Konstrukte enthalten darf. Ist das noch Undefinierte der linken Seite durch
ein einziges Zeichen dargestellt, spricht man von einer kontextfreien Regel. Die Syntax-
definition einer Programmiersprache besteht in einem ersten Anlauf meist in der Angabe
von kontextfreien Regeln, die dann spiter um Syntaxteile ergéinzt werden, die sich nicht
durch kontextfreie Regeln ausdriicken lassen.

Der kontextfreie Anteil der Syntax von Programmiersprachen wird hiufig in der soge-
nannten Backus-Naur-Form geschrieben, wobei die kontextfreien Regeln als linke Seiten
nichtterminale Zeichen, die zu definierende syntaktische Konstrukte der Sprache benen-
nen, und als rechte Seiten Zeichenketten aus terminalen und nichtterminalen Zeichen
besitzen. Die rechten Seiten zur selben linken Seite werden als Alternativen nebeneinan-
dergestellt, durch einen senkrechten Strich voneinander getrennt. Linke und rechte Seiten
werden durch das Trennzeichen “::=” auseinandergehalten. Nichtterminale Zeichen sind
in spitze Klammern eingeschlossen. Fiir Spezifikationen in CE-S sieht das im Ausschnitt

SO aus:

<cesspec> ::= <name> opns: <decllist> eqns: <celist>
<decllist> = <decl> | <decl>, <decllist>

<celist> = <ce> | <ce>, <celist>

<decl> ::= <name>: <typelist>—<type>

<ce> = <eq> falls <eqglist> fiir <varlist>



Die Regeln kénnen zum Aufbau syntaktisch korrekter Programme bzw. Programmstiicke
verwendet werden, indem mit dem gewiinschten Konstrukt begonnen wird und dann nach
und nach in den aktuellen Zeichenketten auftretende nichtterminale Zeichen durch zu-
gehorige rechte Seiten ersetzt werden; z.B.:

<cesspec> — <name> opns: <decllist> eqns: <celist>

<name> opns: <decl> eqns: <celist>

<name> opns: <decl> eqns: <ce>, <celist>

<name> opns: <decl> eqns: <ce>, <ce>

<name> opns: <name>: <typelist>— <type> eqns: <ce>, <ce>

LI

sort
opns: sort: A* — A*
equs:  sort(A) = A,
sort(zu) = insort(z, sort(u)) fir z € A,u € A*

wobei allerdings die resultierende Spezifikation mit den obigen Regeln nicht erreichbar
ist. Dazu miisste die Syntax von CE-S vervollstindigt werden. Ziel solchen Ableitens
ist eine Zeichenkette ohne nichtterminale Zeichen, die dann beziiglich der kontextfreien
Syntax ein korrektes Konstrukt darstellt. Dieses Prinzip findet sich in syntaxgesteuerten
Editoren wieder.

1.2 Wortproblem und Berechenbarkeit

Wie in Abschnitt 1.1 erliutert, ist die Syntaxanalyse eine zentrale Aufgabe bei der Uber-
setzung von Programmen einer Programmiersprache. Den Kern bildet dabei die Losung
des Wortproblems fiir die Menge aller syntaktisch korrekten Programme, das darin be-
steht, algorithmisch festzustellen, ob ein beliebiges eingegebenes Wort ein Programm ist
oder nicht.

Aber das Wortproblem ist auch fiir andere Sprachen signifikant, weil ein enger Zusam-
menhang zur Berechenbarkeit besteht. Das soll im folgenden nédher erldutert werden.

1.2.1 Wortproblem einer beliebigen Sprache

Betrachtet man als formale Sprache eine beliebige Menge L von Woértern aus A* fiir ein
Alphabet A, so definiert L ein Wortproblem:

Gibt es einen Algorithmus, der fiir jedes © € A* bestimmt, ob z € L oder x ¢ L gilt?

Die Frage ist also, ob die sogenannte charakteristische Funktion xr: A* — {T,F} von
L C A* die fiir alle z € A* gegeben ist durch x.(x) = T, falls x € L, und x;(z) = F
sonst, berechenbar ist. Die Losbarkeit des Wortproblems von I C A* entspricht der
Berechenbarkeit der zugehorigen charakteristischen Funktion.

3



Als Beispiel betrachte die Menge aller Palindrome aus A*. Das Wortproblem ist in diesem
Fall gerade die Frage, ob ein gegebenes Wort ein Palindrom ist oder nicht. Dass dieser
Test berechenbar ist und damit das Wortproblem losbar, wurde in einer Aufgabe des
letzten Semesters gezeigt.

1.2.2 Entscheidungsprobleme als Wortprobleme

Aber man kann sich der Situation auch umgekehrt néhern, indem man von Entschei-
dungsproblemen ausgeht. Ein Entscheidungsproblem fiir einen Datenbereich D (wie bei-
spielsweise A*, N, Z oder deren kartesische Produkte) ist durch eine totale Funktion
f: D — {T,F} beschrieben. Es ist ldsbar, wenn f berechenbar ist. Die Funktion f kann
als charakteristische Funktion der Menge aller Eingaben, die T liefern, aufgefasst werden.
Die Berechnung von f(z) fiir z € D entspricht also gerade der Frage, ob z € f~'(T) oder
z ¢ f71(T) gilt. Falls D = A*, ist das das Wortproblem von f~(T).

Aber auch wenn die Daten in D durch Wérter représentiert sind, d.h. D C A* fiir ein
geeignetes Alphabet A, kann f dadurch berechnet werden, dass man das Wortproblem
fiir f~!(T) 16st. Denn es gilt fiir alle z € A*:

(i) f(z) =T, fallsz € f~}(T), und
(ii) f(z) =F, falls z € D, aber z ¢ f~1(T).

Offensichtlich muss im Falle des negativen Ergebnisses auch das Wortproblem von D
losbar sein.

Ein Beispiel dieser Art ist ein Primzahltest prim: N — {T,F} mit prim(n) = T, falls n
eine Primzahl ist, und prim(n) = F sonst. Fiir die natiirlichen Zahlen in Dezimaldarstel-
lung gilt N C {0,...,9}*. Ob eine Ziffernfolge eine Zahldarstellung ist, ldsst sich leicht
ermitteln, denn jede Zahl gréfer 0 hat keine fiihrenden Nullen. Deshalb liefert die Losung
des Wortproblems fiir die Menge aller Primzahlen einen Primzahltest und umgekehrt.

1.2.3 Berechenbare Funktionen und das Wortproblem

Ahnliches gilt auch fiir beliebige berechenbare Funktionen ¢g: X — Y. Wenn X C A* gilt,
dann ist fiir jedes y € Y die Menge der Urbilder g~!(y) C X C A* eine formale Sprache.
Und die Frage, ob g fiir eine Eingabe x € X den Wert y liefert, wird gerade durch die
Losung des Wortproblems von ¢g~!(y) beantwortet.

Ein Beispiel ist die modulo-Funktion mod k: N — N fiir £ > 0, die fiir jedes n € Nnmod k
als Wert liefert. Statt fiir n den Rest beim Teilen durch k£ zu berechnen, kann man auch
nachsehen, in welcher Restklasse [i] = {m € N | mmodk = i} fir i = 0,...,k — 1 die
Zahl n liegt.



1.2.4 Wortproblem selten 16sbar

Wenn das unterliegende Alphabet A nicht leer ist, gibt es unendlich viele Worter, so
dass nach einer bekannten Uberlegung aus der Mathematik die Menge aller Teilmengen
von A* iiberabzahlbar unendlich ist. Da es aber nur abzdhlbar viele Algorithmen gibt,
miissen die Wortprobleme der meisten Sprachen unldsbar sein (vgl. Abschnitt 7.3 des
Skripts Theoretische Informatik 1 [Kre00] mit der analogen Argumentation zu berechen-
baren Funktionen). Aber obwohl die Losbarkeit des Wortproblems grundsétzlich in den
seltensten Fillen gegeben ist, sind doch die meisten Sprachen, denen man iiblicherweise
begegnet, ziemlich gutartig. So haben alle Sprachen, die in diesem Abschnitt vorkommen
(die Menge der Primzahlen, die Menge der Palindrome, die Menge der durch k& mit Rest
i teilbaren Zahlen), ein 16sbares Wortproblem. Es ist sogar relativ schwierig, Sprachen zu
konstruieren, deren Wortproblem nicht losbar ist (siehe ein derartiges Beispiel in [HUG9,
Abschnitt 8.3] oder auch Abschnitt 3.4 in diesem Skript). Dem Wortproblem wird den-
noch in den nichsten Abschnitten viel Aufmerksamkeit gewidmet, weil man nicht nur an
Losbarkeit interessiert ist, sondern auch an praktisch benutzbaren Losungen. So muss ein
Algorithmus, der in einen Compiler eingebaut werden soll, insbesondere auch schnell sein.

2 Chomsky-Grammatiken

Lasst man bei den kontextfreien Regeln, wie sie meist bei der syntaktischen Beschrei-
bung von Programmiersprachen verwendet werden, auf der linken Seite auch beliebige
Zeichenketten zu, erhélt man Produktionen (Regeln) von Chomsky-Grammatiken (nach
dem amerikanischen Sprachwissenschaftler Noam Chomsky, geb. 1928, einem Pionier der
Theorie der formalen Sprachen).

2.1 Grammatik allgemein

Eine Chomsky-Grammatik besteht aus endlich vielen Produktionen der Form u ::= v fiir
u,v € A*, wobei A ein Alphabet ist, aus einem Startsymbol S € A und einem terminalen
Alphabet T C A. Meist wird noch verlangt, dass S € A \ T ist und in den linken Seiten
von Produktionen Zeichen vorkommen, die nicht terminal sind. Die Differenzmenge A\T
wird nichtterminales Alphabet genannt und mit N bezeichnet. Es ist manchmal auch
bequemer, mit einem Startwort statt mit einem Startsymbol zu beginnen.

1. Fiir ein gegebenes Alphabet A ist eine Produktion (Regel) ein Paar p = (u,v) €
A* x A*) das meist als u ::=v geschrieben wird. Die Zeichenkette u wird linke Seite,
v rechte Seite von p genannt.
Zur Abkiirzung koénnen mehrere Produktionen u:=wy,...,uz=v; (kK > 2) mit
derselben linken Seite zu u::=v; | --- | vy zusammengefasst werden.

2. Eine Chomsky-Grammatik ist ein System G = (N, T, P,S), wobei N eine Menge
nichtterminaler Zeichen, T' eine Menge terminaler Zeichen, P eine endliche Menge
von Produktionen und S € N ein Startsymbol ist.

5



Soweit nichts anderes gesagt wird, nimmt man an, dass kein nichtterminales Zeichen
gleichzeitig terminal ist, d.h. N NT = (), dass alle in Produktionen vorkommenden
Zeichen terminal oder nichtterminal sind, d.h. p € (NUT)*x (NUT)* fiir alle p € P,
und dass in jeder linken Seite mindestens ein nichtterminales Zeichen vorkommt, d.h.
u€ (NUT)*N(N UT)* fiir jede Produktion u::=v € P. In einzelnen Fillen wird
die Forderung eines Startsymbols durch ein Startwort S € (N UT)* ersetzt.

Produktionen werden auf Zeichenketten analog zum kontextfreien Fall angewendet. Man
sucht in einer Zeichenkette eine Teilkette, die die linke Seite einer Produktion ist, und
ersetzt sie durch die rechte Seite.

3. Seien w,w',x,y,u,v € A*. Dann wird w' aus w direkt durch Anwendung der Pro-
duktion p = (u::=wv) abgeleitet, falls w = zuy und w' = zvy. In diesem Falle wird
w — w' geschrieben.
p

Die Anwendung einer Produktion wird direkte Ableitung genannt. Ist P eine Menge

von Produktionen und p € P, so kann man statt w — w’ auch w — w' schreiben.
P

4. Die Iteration direkter Ableitungen ergibt das Konzept der Ableitung:

Wy ——>Wy —> - —> Wy
p1 P2 Pn
fiir wo, ..., w, € A* und Produktionen py,...,p, (n > 1). Stammen alle angewen-
deten Produktionen aus P, so kann man die obige Ableitung auch schreiben als
n . . .
Wo 7% i ?wn oder wy ?wn. Fiir manche Zwecke ist es sinnvoll, auch Null-

ableitungen zuzulassen: w %)w fiir alle w € A*. Statt w %)w' fir n € N darf

auch w %)w’ geschrieben werden. Auflerdem kann man bei Ableitungen und di-

rekten Ableitungen das Subskript P weglassen, wenn die Produktionsmenge aus
dem Kontext klar ist.

Der Ableitungsprozess bildet die operationelle Semantik, die durch eine Produktionsmen-
ge syntaktisch beschrieben ist. Betrachtet man diejenigen Zeichenketten, die aus dem
Startsymbol einer Chomsky-Grammatik G = (N, T, P,S) ableitbar sind und nur aus
terminalen Zeichen bestehen, so erhilt man auf der Basis des Ableitungsprozesses eine
erzeugte Sprache.

5. Sei G = (N, T, P,S) eine Chomsky-Grammatik. Dann enthilt die von G erzeugte
Sprache alle mit Produktionen in P aus dem Startsymbol S ableitbaren terminalen
Zeichenketten:

L(G)={weT"| S%Hu}.
Auf diese Weise stellen Chomsky-Grammatiken ein syntaktisches Instrument dar, um for-
male Sprachen zu spezifizieren. Ausfiihrliche Darstellungen von Chomsky-Grammatiken

findet man in praktisch jedem Buch iiber formale Sprachen (siehe z.B. Hopcroft und Ull-
man [HU69] mit der deutschen Ubersetzung [HU90|, Moll, Arbib und Kfoury [MAKS88|
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und Salomaa [Sal73]). Die Verbindung von formalen Sprachen und der syntaktischen
Behandlung von Programmiersprachen wird umfassend in Aho und Ullman [AU72| abge-
handelt.

2.2

1.

Beispiele
Mit der Produktion S ::=aS ldsst sich das Zeichen a hochzihlen:
S —aS—a’S—---—>a"s.

Entsprechend kann man mit S::=a*S (k € N) ein Vielfaches von k hochziihlen.
Terminieren ldsst sich dieser Vorgang mit S ::= A, so dass

L(({S}, {a}, {S:=d"S | A}, 8)) = {a™" | n € N}.
Fast genauso einfach ist es, zwei Groflen gleichzeitig hochzuzéhlen:

L({SY, {a, b}, {S==aSb | A}, S)) = {a"b" | n € N}.

. Auch das getrennte Zihlen zweier (bzw. mehrerer) Grofien ist kein Problem. Sei

T =A{ay,...,a;} (1 >1), Ny ={StU{A1,..., 4} und P, = {Su=A,--- A} U
{Aii=aq;A | i=1,.. ., I}U{4; ==X ]i=1,...,1}.
Dann gilt:

L(N,, T, P, S)) ={a? ---a)" |n; >0, =1,...,1}.

Etwas schwieriger wird es, die zahlenm#flige Ausgewogenheit zweier Groflen zu ga-
rantieren, wenn die Reihenfolge nicht mehr wie in Punkt 2 fixiert ist.

Die Grammatik G eguiivrium = ({4, B, S}, {a, b}, Peguitibrium, S), wobei die Regelmen-
ge die Regeln

S:=ASB, S:=)\, AB:=BA, A:=a, B:=b

enthilt, erzeugt als Sprache die Menge aller Worter, in denen nur die Zeichen a und
b vorkommen und das gleich oft. Ableitungen (d.h. wiederholte Regelanwendungen)
sehen z.B. so aus:

S— ASB — A?’SB?> — A*’B? — ABAB — ABBA — --- — abba.
(1) (1) (2) (3) (3) (4),(5)  (4),(5)
Dabei verweisen die Nummern auf die Produktionen, die von links nach rechts
gezihlt sind.

Noch schwieriger wird es, wenn man drei Groflen gleichzeitig nach Art des Punktes 2
kontrollieren mochte. Es ist zwar leicht zu sehen, dass mit den Produktionen der
Form ab™c::=a?b"'c? fiir n > 1 aus der Zeichenkette abc alle Zeichenketten der
Form a™b"c" abgeleitet werden konnen; aber das sind unendlich viele Regeln. Um
dasselbe mit endlich vielen Regeln zu erreichen, bedarf es der bisher kompliziertesten
Grammatik im ndchsten Punkt. Oder geht es einfacher?
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6. Folgende Produktionen erlauben, die Sprache {a"b"c" | n > 1} zu erzeugen, wenn
man mit S startet und {a, b, ¢} als terminales Alphabet wihlt:

(1) S =adAYZ
(2)&(3) Auz=aAY | X

(4) Y == BC

(5) CB := BC
(6)&(7) XB:u=bX | b
(8)&(9) CZ:=Zc|c

Mit (1) bis (4) erhilt man S — o™X (BC)"Z.
Mit (5) wird daraus: a"X B"C"Z.
Mit (6) bis (8) erhélt man: a"b"c".

Der Nachweis, dass man nichts anderes Terminales ableiten kann, erfordert diverse
Fallunterscheidungen, die hier nicht im einzelnen durchgefiihrt werden sollen.

3 Immerhin aufzihlbar

In diesem Kapitel wird der Zusammenhang zwischen Chomsky-Grammatiken und dem
Konzept der Aufzéhlbarkeit (vgl. [Kre00, Abschnitt 7.3]) beschrieben. Der Ableitungs-
prozess zusammen mit einem Terminalitatstest fiir Zeichenketten z#hlt die erzeugte Spra-
che einer Chomsky-Grammatik auf (3.1), deren Wortproblem sich damit auch als “halb”
losbar erweist (3.2). Es wird auflerdem plausibel gemacht, dass effektiv aufzihlbare Men-
gen von Zeichenketten von Chomsky-Grammatiken erzeugt werden (3.3), allerdings ist
das Wortproblem nicht immer “ganz” lésbar (3.4). In Abschnitt 3.5 schliellich wird auf
Zusammenhé#nge zwischen dem hier angegebenen Aufzéhlungsverfahren und anderen be-
kannten Algorithmen hingewiesen.

3.1 Aufzihlbarkeit erzeugter Sprachen

Fiir eine beliebige Chomsky-Grammatik G = (N, T, P, S) bildet der Ableitungsmechanis-
mus einen algorithmischen Prozess, den man mit beliebigen Zeichenketten beginnen und
beliebig lange laufen lassen kann. Startet man zum Beispiel mit S und erlaubt bis zu &
Ableitungsschritte, fiihrt aber alle méglichen Alternativen bei Regelanwendungen aus, so
erhiilt man die Menge S(G)y aller aus S in bis zu k Schritten ableitbaren Worter; d.h.

S(G)k:{w|5—;>w,l§k}.

Es gilt offenbar S(G), C S(G),, fiir k£ < m. Es gilt genauer: S(G)y = {S} und S(G)gs1 =
S(@)U{w |v W, v € S(@)k}. Denn nach Definition von Ableitungen kann man aus

S in 0 Schritten nur S ableiten, und eine Ableitung mit héchstens k+1 Schritten hat sogar
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héchstens k& Schritte oder setzt sich aus k Schritten gefolgt von einer weiteren direkten
Ableitung zusammen.

Insbesondere erweisen sich die Mengen S(G); fir £ € N als endlich. Denn S(G), ist
einelementig, und wenn nach Induktionsvoraussetzung S(G);, endlich ist, so muss es auch
S(G)k41 sein. Letzteres ergibt sich daraus, dass die endlich vielen Worter in S(G); nur
endlich viele Teilworter besitzen, also auch hochstens endlich viele linke Regelseiten, die
durch héchstens endlich viele rechte Regelseiten ersetzt werden kénnen, da die Regelmenge
endlich ist.

Dariiber hinaus ist S(G)g11 aus S(G)y effektiv, d.h. algorithmisch herstellbar, da Suchen
und Ersetzen von Teilwortern algorithmisch machbar sind.

Bezeichnet man die Menge aller aus S ableitbaren Zeichenketten mit S(G), so gilt offenbar:
=Js@
keN

denn jedes ableitbare Wort ist in einer bestimmten Schrittzahl ableitbar. Die Elemen-
te von S(G) nennt man Satzformen von G. Besteht eine Satzform nur aus terminalen
Zeichen, so gehort sie zur erzeugten Sprache, d.h.

L(G) = S(G)NT™.

Bildet man also die Mengen S(G), fiir wachsende k, beginnend mit S(G)o, und filtert die
terminalen Worter heraus, so erhélt man einen algorithmischen Vorgang, bei dem nach
und nach jedes Wort aus L(G) entsteht. Dieses Verfahren ist in Abbildung 2 dargestellt.

G:(N,T,P,S) S—*> ...,w3,11:2,w1 ET*? <y Wiy, Wiy
P falls S 7) W; falls w;; € T*

Abbildung 2: Aufzéhlung der von einer Grammatik erzeugten Sprache

Mit anderen Worten erweist sich die von der Chomsky-Grammatik G erzeugte Sprache
als effektiv oder — wie man auch sagt — rekursiv aufzdihlbar.

3.2 Die halbe Miete

Will man von einer Zeichenkette wissen, ob sie zu einer erzeugten Sprache gehort oder
nicht, so kann man den Aufzéhlungsprozess starten. FErscheint dabei irgendwann die
fragliche Zeichenkette, hegt sie in der gegebenen Sprache. Der positive Fall des Wortpro-
blems ist damit gelost. Uber den negativen Fall erfihrt man auf diese Weise jedoch nichts,
wenn der Aufzdhlungsprozess nicht anhélt, was gerade bei unendlichen Sprachen passiert.
Denn ist eine Zeichenkette zu einem bestimmten Zeitpunkt nicht aufgezéhlt, kann das
noch spéter oder gar nicht geschehen. Das Wortproblem ist so nur “halb” gelost, was
man auch semi-entscheidbar nennt.



3.3 Erzeugbarkeit aufzihlbarer Sprachen

Dass auch die Umkehrung gilt, dass also jede rekursiv aufzahlbare Menge von Zeichenket-
ten von einer Chomsky-Grammatik erzeugt werden kann, soll nicht bewiesen werden, da
das zu viel Zeit und Miihe erforderte. Man kann sich aber die Richtigkeit dieser Behaup-
tung mit den bisherigen Erkenntnissen der theoretischen Informatik recht gut plausibel
machen.

Eine Menge von Zeichenketten ist rekursiv aufzihlbar, falls es einen Algorithmus gibt,
der die Elemente der Menge nach und nach “aufzihlt”. Nach der CHURCHSCHEN THESE
ist alles Algorithmische auch mit einer Turingmaschine machbar. Die Arbeitsweise einer
Turingmaschine jedoch kann von einer Chomsky-Grammatik simuliert werden. Denn Kon-
figurationen sind bereits Zeichenketten, die den aktuellen Bandinhalt, den aktuellen Zu-
stand und die Position des Lese/Schreibkopfes représentieren. Die Zustandsiiberfiihrung
lasst sich auch durch Produktionen ausdriicken. Es ist dann nicht mehr allzu schwie-
rig, die Grammatik erzeugen zu lassen, was die Turingmaschine aufzéhlt. Details zu der
Verbindung zwischen Turingmaschinen und Chomsky-Grammatiken finden sich in vielen
Biichern iiber formale Sprachen.

3.4 TUnloésbarkeit des Wortproblems

In ihrer allgemeinen Form sind Chomsky-Grammatiken allerdings nur bedingt fiir die
Definition der Syntax von Programmiersprachen geeignet, weil nicht zu jeder definierbaren
Syntax auch eine Syntaxanalyse moglich ist. Auch das soll nicht formal bewiesen, sondern
nur plausibel gemacht werden.

Betrachte etwa folgenden Algorithmus: Generiere nach und nach alle PASCALchen-
Programme und alle ihre initialen Berechnungszustinde; interpretiere jedes dieser Pro-
gramme fiir jeden dieser Berechnungszustinde; terminiert die Berechnung, gilt das Paar
aus Programm und initialem Berechnungszustand als aufgezéhlt. Die so entstehende
Menge ist also rekursiv aufzihlbar und lisst sich nach der vorangegangenen Uberlegung
von einer Chomsky-Grammatik erzeugen. Das zugehdrige Wortproblem kann aber nicht
losbar sein, weil es sonst das Halteproblem l6ste, was bekanntlich unméglich ist.

3.5 Ausschopfende Suche in die Breite mit roher Gewalt

Das der Aufzihlung der erzeugten Sprache in Punkt 1 zugrundeliegende Verfahren, das
in Abbildung 3 skizziert ist, ldsst sich bei vielen Arten regelbasierter Systeme anwenden:
Man beginnt mit einem Anfangszustand oder einem Eingabezustand, wendet wiederholt
auf alle entstehenden Zwischenzustinde alle moglichen Regeln an, wie und wo immer es
geht, und filtert dann nach einem bestimmten Kriterium Ausgabe- oder Endzustinde aus
den erreichten und produzierten Zwischenzustinden heraus. Die Vorwirtsinterpretation
von CE-S-Sperzifikationen, die Berechnung von PASCALchen-Programmen und die Tu-
ringmaschinen funktionieren nach diesem Prinzip. Man mache sich in diesen drei Féllen
klar, was die Systemzustéinde, was die Regeln sind und nach welchem Kriterium ausgefil-
tert wird.
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regelbasiertes . , 83,892, 81 vy Siys Siy

Start — Test >

System

Abbildung 3: Allgemeine Funktionsweise regelbasierter Systeme

Im Zusammenhang mit regelbasierten Systemen der Kiinstlichen Intelligenz und mit Ex-
pertensystemen sowie in der Logistik wird das Verfahren oft ausschipfende Suche ge-
nannt. In der Algorithmen- und Komplexitétstheorie ist das Verfahren ebenfalls bekannt
und wird dort hiufig als “rohe Gewalt” (brute force) eingesetzt, weil einfach alles durch-
probiert wird. Zahlt man alle Méglichkeiten nach der Systematik in Abschnitt 3.1 auf,
d.h. nach wachsender Ableitungsldnge bzw. wachsender Zahl von Regelanwendungen, so
spricht man h#ufig auch von Breitensuche (breadth first search).

4 Losbarkeit des Wortproblems fiir monotone Grammatiken

Nach den Uberlegungen des vorigen Kapitels kann die Losbarkeit des Wortproblems
nicht fiir alle Chomsky-Grammatiken garantiert werden, sondern hochstens fiir geeig-
nete Spezialfille. Auflerdem hat sich gezeigt, dass die halbe Losung, die durch den
Aufzahlungsprozess gegeben ist, deshalb nicht zu einer ganzen gemacht werden kann,
weil man nicht weifl, wann der Prozess als erfolglos abgebrochen werden darf.

Die Situation dndert sich, wenn man monotone Grammatiken betrachtet, in deren Produk-
tionen keine rechte Seite kiirzer als die linke Seite ist. Dann kénnen Wérter wihrend des
Ableitens auch nicht kiirzer werden. Will man in einem solchen Fall von einer Zeichenkette
wissen, ob sie zur erzeugten Sprache gehort oder nicht, kann man beim Aufzihlungsprozess
auf langere Zeichenketten verzichten. Die Zahl der Zeichenketten bis zu einer bestimm-
ten Lénge ist aber endlich, so dass jede Aufzidhlung solcher Zeichenketten nach endlich
vielen Schritten abbrechen muss. Das ist der Schliissel zur Losung des Wortproblems fiir
monotone Grammatiken. Allerdings ist der angegebene Algorithmus exponentiell, und
ein polynomieller ist nicht bekannt, so dass auch monotone Grammatiken fiir praktische
Anwendungen nicht geeignet sind, wenn die Losbarkeit des Wortproblems wichtig ist.

4.1 Monotone Grammatiken

Eine Chomsky-Grammatik G = (N, T, P, S) wird monoton genannt, wenn fiir jede Pro-
duktion u:=v € P |u| < |v] gilt.!

Fiir einen Ableitungsschritt w = ruy — zvy = w' gilt dann offenbar:

lw| = |z + [u| + |y| < |z[ + [v] + [y| = '],

!Fiir ein Wort v bezeichnet |v| die Lénge.
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so dass durch einfache Induktion iiber die Lénge von Ableitungen auch folgt:

lw| < |w'| fiir w %)w'.
Wenn man ein bestimmtes Wort der Linge n aus dem Startsymbol S ableiten will, treten
zwischendurch also niemals lingere Worter auf. Worter bis zur Liange n gibt es aber nur

endlich viele, deren Zahl mit K, bezeichnet wird. Denn es gilt fiir ein Alphabet A mit &
Elementen:?

#lweAd [jw<n}=1+k+k+.. +k" =) k=K, <o
=0

4.2 Losung des Wortproblems fiir monotone Grammatiken
Theorem 1
Fiir jede monotone Grammatik G = (N, T, P, S) ist das Wortproblem losbar.

Beweis.

Sei wy € T* mit |wy| = n. Ohne Einschrinkung kann man n > 1 annehmen, weil das
leere Wort niemals von einer monotonen Grammatik erzeugt wird. Fiir jedes m > 0 sei
Sm die Menge aller in héchstens m Schritten aus S ableitbaren Worter, deren Linge n
nicht iiberschreitet; d.h.

Sm:{we(NUT)*|S%>w,k§m, lw| < n}.

Offenbar gilt Sy = {S}, und S, lésst sich folgendermafien aus S, konstruieren:

SmH:SmU{wE(NUT)*|v?>w,UESm, |lw|] < n}. (%)

Damit ist nach Definition S, C S,,+1, und wenn S,, = 5,11 gilt, so folgt
Sm: m—l—lZSm—l—Z:----

Da G nur endlich viele Produktionen hat, lisst sich leicht ein Algorithmus angeben, der
ausgehend von Sy = {S} unter Verwendung von (*) die Mengen S, rekursiv konstruiert.

Es soll nun gezeigt werden, dass nach endlich vielen Schritten S, = S,,11 gilt.

Damit wére unser Wortproblem entschieden, denn es gilt: S %wo gdw. wy € S;,- Denn

S %)wo impliziert wy € Si, wobei k die Lange der Ableitungskette ist. Fiir & < m gilt

aber Sy C S, und fiir £ > m gilt S,, = S, nach Voraussetzung, also wy € S,,. Die
Umkehrung ist offenbar.

Es bleibt also die Existenz eines m mit S, = S,,.1 zu zeigen. Nun gilt aber fiir alle k¥ > 0
und alle w € Sy, dass |w| < n und damit

#Sp, <{we (NUT)" | |lw| <n} =K, <.

Wegen S, C Si,1 muss also nach spitestens m = K,, Schritten S, .1 = S,, gelten. a

2Fiir eine endliche Menge X bezeichnet #X die Zahl der Elemente.

12



4.3 So ein Aufwand

Der Algorithmus, der das Wortproblem fiir monotone Grammatiken 16st, sammelt — be-
ginnend mit dem Startsymbol — alle Wérter bis zu einer vorgegebenen Linge auf, die
sich mit wachsender Schrittzahl ableiten lassen, bis keine neuen Worter mehr hinzukom-
men. Die resultierende Menge S, kann im schlechtesten Fall K, Elemente enthalten,
also exponentiell viele, falls das Alphabet mindestens zwei Elemente enthélt. Deshalb ist
der Algorithmus im schlechtesten Fall, der aber oft eintrifft, exponentiell und damit fiir
praktische Zwecke unbrauchbar.

Es ist jedoch noch ungeklért, ob es nicht eine polynomielle Lésung des Wortproblems
monotoner Grammatiken gibt. Dies wird allerdings von Fachleuten fiir unwahrscheinlich
gehalten.

Wenn man die jeweils néchste erfolgversprechende Regelanwendung richtig raten kdnnte,
miisste man sich zwischendurch nur das bisher abgeleitete Wort merken, dessen Linge
durch die Lénge der Eingabe beschrinkt ist. Probleme, die sich so losen lassen, gehdren
zur Klasse NP-SPACE, wobei das “N” fiir nichtdeterministisch steht (und auf das Ra-
ten verweist) und “P-SPACE” auf den polynomiellen Platzbedarf verweist. Man weif},
dass die Klassen NP-SPACE und P-SPACE iibereinstimmen, weil man den Nichtdeter-
minismus immer z.B. durch Backtracking beseitigen kann. Das Interessante an diesen
Problemklassen ist, dass sie zu den gréfiten bekannten gehéren, die noch polynomiell
l6sbar sein kénnten.

5 Die Chomsky-Hierarchie

Wie in Abschnitt 3.4 diskutiert wurde, haben Chomsky-Grammatiken die ungiinstige
Eigenschaft, dass das Wortproblem fiir die erzeugten Sprachen im allgemeinen unent-
scheidbar ist. Grammatiken, die solche Sprachen erzeugen, sind z.B. fiir die Definition
der Syntax von Programmiersprachen offenbar ungeeignet. Es stellt sich daher die Frage,
ob man durch geeignete zusitzliche Bedingungen — insbesondere an die Form der Regeln
— zu eingeschriankten Klassen von Chomsky-Grammatiken gelangen kann, die bessere Ei-
genschaften haben, aber trotzdem noch geniigend Allgemeinheit besitzen. Dies fiihrt zur
sogenannten Chomsky-Hierarchie. Wie der Name andeutet, handelt es sich dabei um
eine Hierarchie mehr oder weniger eingeschrinkter Typen von Chomsky-Grammatiken.
Praktisch der gesamte weitere Inhalt der Lehrveranstaltung Theoretische Informatik 2
beschiftigt sich mit der Untersuchung dieser Grammatik-Typen bzw. mit den von ihnen
definierten Sprachklassen.

Eine Chomsky-Grammatik G = (N, T, P, S) ist

(1) kontert-sensitiv, falls alle Regeln in P die Form wu;Aus::=wujvus haben, wobei
ur, Uz, v € (NUT)*, v# Aund A € N;

(2) kontextfrei, falls u € N fiir alle Regeln u::=v € P;
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(3) rechtslinear (auch regulir genannt), falls fiir alle Regeln u::=v € P gilt, dass u € N
und entweder v € T* oder v = v'B mit ' € TF und B € N. (Hierbei bezeichnet
T+ die Menge T* \ {\}.)

Monotone und kontext-sensitive Grammatiken werden auch Grammatiken vom Typ 1 ge-
nannt, kontextfreie werden als Typ-2- und rechtslineare als Typ-3-Grammatiken bezeich-
net. Allgemeine Chomsky-Grammatiken werden Grammatiken vom 7%yp 0 genannt. Eine
Sprache L ist vom Typ 7, wenn es eine Grammatik dieses Typs gibt, die L erzeugt.

Der folgende Satz rechtfertigt, warum diese Typeneinteilung nicht zwischen monotonen
und kontext-sensitiven Grammatiken unterscheidet.

Theorem 2
Monotone und kontext-sensitive Grammatiken erzeugen dieselbe Klasse von Sprachen.

Aus der Definition von kontext-sensitiven Grammatiken folgt sofort, dass sie monoton
sind. Umgekehrt ldsst sich zeigen, dass zu jeder monotonen Grammatik eine kontext-
sensitive konstruiert werden kann, die dieselbe Sprache erzeugt (in einem solchen Fall
spricht man auch von einer Normalform-Grammatik). Wer genaueres wissen will, kann
den Beweis z.B. in [EP00, Satz 8.1.1] nachlesen.

Die Berechtigung, von einer Hierarchie zu sprechen, liefert der néchste Satz.

Theorem 3
Sei L; die Menge aller Sprachen des Typs i (i € {0,...,3}). Dann gilt:
1. ,Cl ; Eo,
d.h. Monotonie bzw. Kontext-Sensitivitit ist eine echte Einschrdnkung.
2. {L\{/\}|LE£2}§£1,
d.h. bis auf die bei monotonen Grammatiken offenbar nicht bestehende Mdoglichkeit,
das leere Wort zu erzeugen, ist Kontextfreiheit eine echte Einschrankung gegeniiber
Kontext-Sensitivitt.
3. L3 G Ly,
d.h. Rechtslinearitit ist eine echte Einschrinkung gegeniiber Kontextfreiheit.

Aus der in Kapitel 4 behandelten Entscheidbarkeit des Wortproblems fiir Typ-1-
Sprachen lésst sich die erste Aussage des obigen Satzes — L, ; Ly — als Folgerung ablei-
ten. Zusammen mit der Unentscheidbarkeit des Wortproblems im allgemeinen Fall ergibt
sich némlich aus der Entscheidbarkeit fiir L; die Ungleichheit L; # Lo (und L; C Ly gilt
ohnehin per Definition).

Der Nachweis, dass die beiden anderen Inklusionen echt sind, benotigt Werkzeuge, die
erst spater im Skript bereitgestellt werden.

6 Endliche Automaten

Unter einem endlichen Automaten hat man sich ein taktweise arbeitendes System vorzu-
stellen, das sich in einem bestimmten Zustand (von endlich vielen verfiigharen Zusténden)
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befindet und das dann innerhalb eines Taktes einen Buchstaben des Eingabewortes ein-
liest, daraufhin seinen Zustand &ndert und den Lesekopf auf den néchsten Eingabebuch-
staben einstellt usw. Ein Eingabewort gilt dann als erkannt, wenn vom Anfangszustand
aus nach Verarbeitung des Wortes ein Endzustand erreicht wird.

6.1 Definition endlicher Automaten

Die Veranschaulichung fiihrt zu folgender Definition:

1. Ein endlicher relationeller erkennender Automat — kurz endlicher Automat — ist ein
System A = (Z,1,d, sy, F'), wobei

e / eine endliche Menge von Zustinden ist,

I ein endliches Eingabealphabet,
e ['C Z eine Menge von Endzustinden,

sg € Z der Anfangszustand und

e d C Z x I x Z eine Relation ist, geschrieben d: Z x I ~ Z, die Zustandsiiber-
fiihrung genannt wird und jedem Zustand und jeder Eingabe eine Menge von
Folgezustdnden zuordnet.

2. Die Zustandsiiberfiihrung d lidsst sich rekursiv zu einer Relation d*: Z x I* ~ Z
fortsetzen:

(i) d*(s,A) = {s} fiir alle s € Z und
(i) d*(s,wz) = U d(t,z) firallese Z, z € I, w e I*.

ted*(s,w)

3. Die von einem endlichen Automaten A erkannte Sprache L(A) ist dann definiert
durch:
L(A) :=={w e I" | d*(so,w) N F # D}.

4. Ein Automat A = (Z,1,d, s, F) heiflt deterministisch, wenn d eine Abbildung ist;
d.h. fiir alle s € Z und z € [ existiert genau ein s’ € Z derart, dass (s,z) und ¢’
bzgl. d in Relation stehen.

Bemerkungen

1. Fiir deterministische Automaten ist mit d auch d* eine Abbildung. Deshalb kénnen
(i) und (ii) aus Punkt 2 in diesem Fall auch ausgedriickt werden durch:

(i’) d*(s,\) = s und
(i") d*(s,wz) = d(d*(s,w), x).

Ferner ist die von deterministischen Automaten erkannte Sprache bestimmt durch:

L(A)={weTI|d(sy,w) € F}.
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2. Jeder endliche Automat A besitzt eine graphische Darstellung in Form eines Zu-
standsgraphen. Dabei werden die Zustidnde zu Knoten, und von einem Zustand s
zu einem Zustand s’ wird eine mit € I markierte Kante gezogen, falls s’ € d(s, z).
Falls es mehrere Zeichen z1, ...,z € I gibt mit s € d(s,z;) fiir allei € {1,...,n},
so wird der Ubersichtlichkeit halber nur eine Kante gezogen, an der dann 1, ..., zx
steht. Der Anfangszustand wird durch einen hineingehenden Pfeil, die Endzusténde
werden entsprechend durch herausgehende Pfeile gekennzeichnet.

3. Ist R: A ~ B eine Relation (d.h. R C A x B), dann wird statt (a,b) € R oft
auch aRb geschrieben oder, wenn R eine Abbildung ist, R(a) = b. Ansonsten
bezeichnet R(a) die Menge aller Elemente, die bzgl. R zu a in Relation stehen:
R(a) = {b € B | aRb}.

4. Mit jeder Uberfiihrung des Zustandes eines deterministischen Automaten in den
(eindeutigen) Nachfolgezustand wird ein Buchstabe des Eingabewortes abgearbeitet.
Ist das Eingabewort vollstiandig durchlaufen, so bleibt der Automat stehen. Es sind
also hochstens n Schritte erforderlich, um zu entscheiden, ob ein Eingabewort der
Liange n zur erkannten Sprache gehort. Damit ist das Wortproblem fiir jede von
einem deterministischen Automaten erkannte Sprache linear.

Gilt das auch, wenn der erkennende Automat nichtdeterministisch ist?

Beispiel
In Abbildung 4 ist ein kleiner endlicher Automat dargestellt. Er erkennt gerade die
Sprache der positiven ganzen Zahlen in Bindrdarstellung ohne fiihrende Nullen, d.h. die
Menge {lw | w € {0,1}*}. Dieser Automat ist nichtdeterministisch; denn fiir die Zu-
standsiiberfithrung d gilt: d(sp, 1) = {so, s1} und d(sq,0) = 0.
1 0,1
IO

Abbildung 4: Graphische Darstellung eines endlichen Automaten

6.2 Der Potenzautomat

Offensichtlich ist Determinismus eine echte Einschréinkung fiir endliche Automaten. Ist
damit aber auch die Klasse der Sprachen, die von deterministischen Automaten erkannt
werden, eine echte Teilmenge der von allgemeinen endlichen Automaten erkannten Spra-
chen? Das folgende Theorem verneint dies.
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Theorem 4
Zu jedem endlichen Automaten A ldsst sich effektiv ein deterministischer Automat P(A)
konstruieren, der dieselbe Sprache erkennt; d.h.

Beweis.
Sei A= (Z,1,d, sg, F) ein endlicher Automat.

Daraus lasst sich der Potenzautomat konstruieren:
P(A) == (P(Z),I,D, {80},F73 = {S Q A | SﬂF 75 @}),

wobei P(Z) die Potenzmenge von Z ist und die Abbildung D: P(Z) x I — P(Z) definiert
ist durch D(S,z) := | d(s,z) fiir alle S € P(Z) und z € I.

seS
Dann stehen die fortgesetzten Zustandsiiberfiihrungen d* und D* in der Beziehung

d*(s,w) = D*({s}, w).
Denn fiir w = A gilt:
d*(s,A) = {s} = D*({s}, V),
und fiir Worter wax erhilt man, vorausgesetzt, die Behauptung gilt bereits fiir w:

(s, wz) Udtm

ted*(s,w)

U dt )

teD* ({s},w)

= D(D*({s},w),z) = D*({s},wx).

Fiir die Sprachen L(A) und L(P(A)) folgt somit:

w € L(A) gdw. d*(so,w)NF #0
gdw. D*({so},w)(=d*(so,w)) € Fp
gdw. w e L(P(A));

L(A) und L(P(A)) sind also gleich. O
Mit Theorem 4 folgt sofort, dass das Wortproblem fiir jede von einem beliebigen endlichen
Automaten erkannte Sprache linear 16sbar ist.

Beispiel

Der Potenzautomat zu dem endlichen Automaten aus Abbildung 4 ist in Abbildung 5
dargestellt. Zum Beispiel ist D({sg, s1},0) = d(s0,0) Ud(s1,0) =0 U {s1} = {s1} sowie
D({s¢,51},1) = d(s0,1) Ud(s1,1) = {s0, 81} U {s1} = {0, $1} und immer D(0, z) = 0.
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Abbildung 5: Der Potenzautomat zu dem endlichen Automaten aus Abbildung 4

6.3 Pumping-Lemma fiir erkannte Sprachen

Man kann einen endlichen Automaten als eine sehr eingeschréinkte Turingmaschine (vgl.
Kapitel 9 im Skript [Kre00]) auffassen, die in jedem Schritt ein Zeichen liest und den
Kopf nach rechts bewegt; sobald das Eingabewort ganz abgearbeitet ist, hilt die Ma-
schine. Wieder stellt sich die Frage, ob eine solche Einschrinkung eine Auswirkung auf
die Klasse der erkannten Sprachen hat. Um eine Antwort zu finden, soll zunéchst eine
Eigenschaft aller von endlichen Automaten erkannten Sprachen bewiesen werden. Wenn
es eine Sprache gibt, die diese Eigenschaft nicht hat, so gibt es demnach keinen endlichen
Automaten, der sie erkennt.

Theorem 5 (Erstes Pumping-Lemma)
Sei L eine von einem endlichen Automaten erkannte Sprache.

Dann existiert eine natiirliche Zahl p € N derart, dass jedes Wort w € L mit |w| > p
zerlegt werden kann in drei Teilworter w = xyz mit p > |y| > 0 und dass xy‘z € L ist fiir
allet > 0.

Beweis.

Nach Voraussetzung existiert ein Automat A = (Z,I,d, so, F'), der L erkennt. Wihle dann
p als Anzahl der Zustinde von A (p = #Z7). Gibt man nun ein Wort w = z;---z,, € L
(z; € I) mit n > pin A ein, so erhilt man durch buchstabenweises Abarbeiten eine Folge
So - -+ S, von Zustinden mit der Eigenschaft

si € d(s; 1,m;) firi=1,...,n.

Wegen n > p gibt es unter den n + 1 Zusténden so,...,s, zwei gleiche, etwa s; = s;
mit 0 < j < k < n. Das liefert die gewiinschte Zerlegung von w, denn mit z = z;---z;
kommt man von sy nach s;, mit y = x;,, - -z von s; nach s; = s;, was man dann aber
auch immer wiederholen oder auslassen kann, und von s gelangt man mit z = x4 - -,
nach s, € F. Insgesamt erreicht man also mit den Wortern zy‘z fiir # > 0 von sy den
Endzustand s,. Das aber bedeutet gerade zy‘z € L, wie behauptet.

Wie miissen j und k gewéhlt werden, damit |y| < p ist? 0
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Beispiel: Anwendung des Pumping-Lemmas

1. Das Pumping-Lemma kann benutzt werden, um zu zeigen, dass eine Sprache von
keinem endlichen Automaten erkannt wird.

Betrachte die Sprache Lpggnee = {a™" | n € N}. Angenommen, sie wird von einem
endlichen Automaten erkannt. Sei dann p € N die Konstante aus dem Pumping-
Lemma, und wéhle w = a?b? € Lpgance- Nach dem Pumping-Lemma kann w in drei
Teilwodrter w = zyz mit y # \ zerlegt werden, so dass 2y'2 € Ligance fiir alle 7 € N.
Es gibt drei Fille, wie y in w liegen kann:

(i) y liegt in der ersten Hélfte von w, d.h. y = a* fiir ein k& > 0.
Dies kann nicht sein, denn zy°2 = z2 = a? *b? ¢ Lygane fiir k # 0.
(ii) y liegt in der Mitte von w, d.h. y = a*¥' fiir k,1 > 0.
Auch das ist nicht méglich, denn zy%z = aPb'a*b? ¢ Lygance fiir k # 0 # 1.
(iii) y liegt in der zweiten Hélfte von w, d.h. y = b* fiir ein k > 0.
Dies ist analog zu Fall (i) ausgeschlossen.

Also gibt es keine Zerlegung von w mit den geforderten Eigenschaften, was bedeutet,
dass die Annahme falsch gewesen sein muss.

2. Man kann das Pumping-Lemma nicht verwenden, um zu zeigen, dass es fiir eine
gegebene Sprache einen erkennenden Automaten gibt.

Betrachte die Sprache L' = {w € {a,b}* | count,(w) = county(w)}. In jedem
nichtleeren Wort w € L' gibt es eine Stelle, in der ein a auf ein b trifft. Demnach
gibt es eine Zerlegung w = zyz mit y = ab oder y = ba, und weiter gilt fiir alle
i € N, dass zy'z € L'. Es wire aber falsch, daraus zu schlieflen, dass es einen
endlichen Automaten gibt, der L’ erkennt.

Tatsédchlich gibt es keinen solchen Automaten. Intuitiv liegt das daran, dass beim
Abarbeiten eines Eingabewortes eine beliebig grofle Differenz zwischen der An-
zahl der gelesenen a’s und der der b’s entstehen kann, aber in den endlich vie-
len Zustdnden eines endlichen Automaten kann maximal nur eine beschriankt grofie
Differenz gespeichert werden. Der formale Beweis muss an dieser Stelle geschuldet
bleiben.

7 Rechtslineare Grammatiken und endliche Automaten

In diesem Kapitel wird ein Zusammenhang zwischen den von endlichen Automaten er-
kannten Sprachen und den von rechtslinearen Chomsky-Grammatiken erzeugten Sprachen
hergestellt.

Es ist recht einfach, einen endlichen Automaten so in eine Chomsky-Grammatik umzu-
wandeln, dass die Grammatik die Sprache erzeugt, die der Automat erkennt. Dazu wird
das Lesen und Verarbeiten eines Zeichens geméfl der Zustandsiiberfithrung als Erzeugen
des Zeichens gedeutet und das Erreichen eines Endzustands als Erzeugen des leeren Wor-
tes. Umgekehrt ldsst sich eine Klasse von Chomsky-Grammatiken — die rechtslinearen
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Grammatiken — identifizieren, deren Mitglieder in endliche Automaten iibersetzt werden
kénnen, so dass sich auch ihr Wortproblem als linear 16sbar erweist.

7.1 Ubersetzung endlicher Automaten in Chomsky-Grammatiken

In diesem Abschnitt wird ein Ubersetzer von endlichen Automaten in Chomsky-Gramma-
tiken angegeben, bei dem im Prinzip nur die Zustandsiiberfiihrung in Regelform umge-
wandelt wird. Es wird gezeigt, dass der Ubersetzer korrekt ist, d.h. dass der eingegebene
Automat die Sprache erkennt, die die ausgegebene Grammatik erzeugt.

Theorem 6
Sei A = (Z,1,d, s, F) ein endlicher Automat. Dann wird durch GRA(A) = (Z, I, P4, o)
mit

Py={su=uzs|s ed(s,x)} U{s"=:=)|s" € F}

eine rechtslineare Chomsky-Grammatik konstruiert, so dass gilt: L(A) = L(GRA(A)).

Diese Ubersetzung (einschlieBlich der semantischen Vertriglichkeit) lisst sich mit dem
Diagramm in Abbildung 6 illustrieren.

4 translator GRA(A) -
recognizer generator
L(A) = L(GRA(A))

Abbildung 6: Korrekte Ubersetzung endlicher Automaten in rechtslineare Grammatiken

Beweis.

Da GRA(A) offensichtlich eine rechtslineare Chomsky-Grammatik ist, muss nur die
Sprachgleichheit gezeigt werden. Dazu wird ein Zusammenhang zwischen der fortgesetz-
ten Zustandsiiberfiihrung von A und den Ableitungen von GRA(A) im anschliefenden
Lemma 7 hergestellt. Die behauptete Sprachgleichheit folgt dann vergleichsweise einfach:

w € L(A) bedeutet d*(sg, w)NF # (), d.h. es gibt einen Zustand s’ € F mit s’ € d*(sg, w).

Nach Definition der Regeln und Lemma 7 ist das gleichbedeutend zu s’ ::= )\ € P4 und

So 1%) ws'. Daraus lésst sich die Ableitung sg PL> ws' —>/\ wA = w zusammensetzen. Die
A A

/.

§ =
Ableitung s PL)’U) liefert aber gerade w € L(GRA(A)).
A
Umgekehrt zerfillt eine Ableitung der Form s P—*)w immer in Ableitungen s P—*>w5'
A A
und ws' — w, weil das die einzige Moglichkeit zum Terminieren ist. Damit lésst sich

=X

die gesamte Uberlegung auch umdrehen. O
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Lemma 7
Seien A und GRA(A) wie in Theorem 6.

Dann gilt fiir alle s,s' € Z und w € I*: s P—*>ws' gdw. s' € d*(s,w).
A

Beweis (mit Induktion iiber die Linge von w).
IA (fiir w = \):
s P—*> As' =5 gdw. s = ¢ gdw. ' € {s} = d*(s, A),
A

wobei in der zweiten Aquivalenz die Definition von d* ausgenutzt wird und bei der
ersten die Tatsache, dass jede Regelanwendung in GRA(A) ein terminales Zeichen
erzeugt oder das nichtterminale 16scht.

IV: Die Behauptung gelte fiir w € I*.

IS (fiir wz mit w € I* und z € I):

Eine Ableitung der Form s P—*>wx5’ zerfallt immer in zwei Ableitungen der Form
A

* _ _ . — . .
s—ws und ws_— wazs', weil nur Regeln der Form s::=xzs' Worter verldngern
Py §u=xs

und weil das nur am rechten Ende geschehen kann. Nach der Induktionsvoraus-
setzung korrespondiert die Ableitung s PLHu(? zu § € d*(s,w). Die im Ableitungs-
A

schritt angewendete Regel korrespondiert zu s’ € d(s, z). Beides zusammen bedeutet

nach Definition von d* gerade s’ € |J d(t,z) = d*(s, wz). O
ted*(s,w)

7.2 Ubersetzung rechtslinearer Grammatiken ohne Abweichung in endliche
Automaten

Eine rechtslineare Grammatik muss nicht von einem endlichen Automaten stammen, denn
ihre terminalen rechten Seiten miissen nicht unbedingt leer sein, und ihre weiteren rech-
ten Seiten miissen neben dem nichtterminalen Zeichen nicht nur ein terminales Zeichen
enthalten. Der Unterschied lésst sich aber offenbar quantitativ durch Langendifferenzen
ausdriicken:

Sei G = (N, T, P,S) eine rechtslineare Grammatik. Fiir p = (A:=u) mit A € N und
u € T* wird die Linge |u| Abweichung genannt und als diff (p) bezeichnet. Fiir p =
(A::=uB) mit A,B € N und u € T wird |u| — 1 Abweichung genannt und als diff (p)
bezeichnet. Fiir die Grammatik G wird die Summe aller Abweichungen von Produktionen
Abweichung von G genannt und mit diff (G) bezeichnet, d.h.

diff (G) =) _ diff (p).

pEP

Es ist ziemlich einfach, rechtslineare Grammatiken ohne Abweichung in endliche Automa-
ten zu iibersetzen, indem die Regeln als Zustandsiiberfiihrung aufgefasst werden. Diese
Ubersetzung erweist sich als Umkehrung der Konstruktion in Abschnitt 7.1, woraus un-
mittelbar ihre Korrektheit folgt.
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Theorem 8
Sei G = (N, T, P,S) eine rechtslineare Grammatik mit diff (G) = 0. Dann kann durch
AUT(G) = (N,T,dg,S,Fo ={B € N | B:=X € P}) mit

dg(A,z) ={Be€ N|Au:=zB € P} firalle Ac N,z €T
ein endlicher Automat konstruiert werden, dessen Grammatik gerade G ist, d.h. es gilt
GRA(AUT(G)) =G.
Insbesondere gilt: L(AUT(G)) = L(G).

Beweis.
AUT(G) ist offensichtlich ein endlicher Automat, dessen zugehorige Grammatik
GRA(A UT(G)) = (N, T, PAUT(G), S) ist mit

PAUT(G’) = {A:.Z'B | B e dg(A, l‘)} U {B n=A | B e FG}
={Au:=2B|Au:=xB € P}U{B:=\|B:=)¢€ P},
wobei bei der zweiten Gleichung die Definition von dg und Fi; ausgenutzt wurde. Mit
anderen Worten liegen in P4y7 () gerade die Produktionen aus P, deren Abweichung 0

ist. Da GG insgesamt die Abweichung 0 hat, gibt es keine anderen Produktionen, so dass
P und P4yr(e) und damit G und GRA(AUT(G)) iibereinstimmen.

Mit Hilfe von Theorem 6 folgt dann: L(AUT(G)) = L(GRA(AUT(G)) = L(G). O

7.3 Verkleinern der Abweichung

Das folgende Ergebnis zeigt, dass fiir jede rechtslineare Grammatik mit einer positiven
Abweichung eine konstruiert werden kann mit kleinerer Abweichung, die dieselbe Sprache
erzeugt. Dabei wird eine Produktion mit positiver Abweichung durch zwei Produktionen
ersetzt. Die Konstruktionen unterscheiden sich fiir terminierende und nichtterminierende
Produktionen allerdings leicht voneinander.

Theorem 9
Sei G = (N, T, P,S) eine rechtslineare Grammatik. Sei ferner X ein Extrazeichen mit
X¢NUT.

1. Firp=(A:=uxB) € Pmit A, B€ N,z €T, uéeT" wird dann durch

G,=(NU{X}, T, (P~ {p}) U{A==uX, X:=2zB}, 5)

eine rechtslineare Grammatik mit L(G) = L(G,) und diff (G) = diff (G,) + 1 kon-
struiert.

2. Firp=(A:=u) € Pmit A€ N, u € T" wird dann durch
G,=(NU{X}, T, (P~ {p}) U{A==uX, X :=))}, 5)

eine rechtslineare Grammatik mit L(G) = L(G,) und diff (G) = diff (G,) + 1 kon-

struiert.
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Beweis.

Dass G, in beiden Fillen eine rechtslineare Grammatik ergibt, ist offensichtlich. In beiden
Fillen sinkt auch die Abweichung um 1, weil jeweils die erste neue Produktion eine um 1
kleinere Abweichung hat als die herausgenommene und die jeweils zweite neue Produktion
die Abweichung 0 besitzt.

Bleibt die Sprachgleichheit zu zeigen. Zuerst wird die erste Konstruktion betrachtet.

Sei w € L(G), d.h. S%w. Kommt p darin nicht vor, so ist das bereits eine Ablei-

tung in G, und damit w € L(G,). Kommt p vor, so lisst sich die Ableitung zerlegen

in § —;)’UA —rvuxB %Hu. Die Anwendung von p kann ersetzt werden durch die An-
p

wendung der beiden neuen Produktionen, was S —;)’UAA—> vuX — wvuxB —;Hu
B

ergibt. So lassen sich mit einfacher Induktion alle Vorkommen von p beseitigen, und es
entsteht eine Ableitung von w aus S in G, so dass w € L(G)).

Sei umgekehrt w € L(G,), d.h. S %)w, wenn P’ die Produktionsmenge von G}, bezeich-

net. Kommt dabei zwischendurch nirgends X vor, so ist diese Ableitung bereits in G,
so dass w € L(G). Kommt X vor, so muss es durch die erste neue Produktion ent-
standen sein und unmittelbar danach von der zweiten wieder ersetzt werden, weil die
Produktionen aus P weder links noch rechts X enthalten. Also zerféllt die Ableitung in
S —) vA P vuX X—>BvuxB —> w. Die zwei Schritte in der Mitte lassen sich durch

UA — vux B ersetzen. Induktiv lassen sich so alle Vorkommen der neuen Produktionen
D

beseitigen, so dass eine Ableitung S %)w entsteht und damit w € L(G).

Fiir die zweite Konstruktion geht der Beweis analog, wobei allerdings keine Induktion
notig ist, weil die terminierenden Regeln hochstens einmal angewendet werden. O

7.4 TUbersetzung rechtslinearer Grammatiken in endliche Automaten

Eine rechtslineare Grammatik mit positiver Abweichung hat mindestens eine Produktion
mit positiver Abweichung. Deshalb kann die Konstruktion fiir eine Grammatik G mit
Abweichung k k-mal wiederholt werden. Dabei entsteht eine rechtslineare Grammatik G
ohne Abweichung, fiir die die Konstruktion aus Abschnitt 7.2 durchgefiihrt werden kann.

Insgesamt wird also G in AUT(G) iibersetzt mit L(G) = L(G) = L(AUT(G)). Die
lineare Losung des Wortproblems fiir endliche Automaten ist somit auch fiir rechtslineare
Grammatiken anwendbar.

Mit den Theoremen 5, 8 und 9 lésst sich auBlerdem die dritte Aussage in Theorem 3, d.h.
L % Lo, beweisen. Die Sprache Lyggnce = {a™b™ | n € N} wird ndmlich von der kontext-
freien Grammatik Gpaiance = ({S}, {a, b}, {S :=aSb | A}, S) erzeugt, so dass Lysance € Lo
gilt. Zugleich ist aber Lygance ¢ L3: Wiirde Lpgjance von einer rechtslinearen Grammatik
erzeugt, so auch von einer rechtslinearen Grammatik mit Abweichung 0 (Theorem 9), und
damit gébe es einen endlichen Automaten, der Ly gnce erkennt (Theorem 8). In Beispiel 1
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zur Anwendung des Pumping-Lemmas fiir erkannte Sprachen (Theorem 5) wurde aber
gerade gezeigt, dass es einen solchen Automaten nicht geben kann. Also gibt es auch
keine rechtslineare Grammatik, die Lygane erzeugt. Damit ist Lygance € L2 \ L3.

8 Regulire Sprachen und regulire Ausdriicke

Neben dem Erzeugen und Erkennen von Sprachen ist es interessant, ihre Kompositiona-
litdt oder Modularitédt zu untersuchen. Dabei geht es darum, wie sich umfangreiche und
komplizierte Sprachen aus einfachen Bausteinen aufbauen lassen. Diese Frage ist auch fiir
die Entwicklung grofler Spezifikationen und informationstechnischer Systeme von zentra-
ler Bedeutung. Es zeigt sich, dass sich die von endlichen Automaten erkannten Sprachen
und damit die von rechtslinearen Grammatiken erzeugten in besonders einfacher Weise
modular aufbauen lassen.

8.1 Regulidre Operationen

Die in Abbildung 7 gezeigten drei endlichen Automaten erkennen (a) die leere Menge ),
(b) die einelementige Sprache {\}, die das leere Wort enthélt, bzw. (c) die einelementige
Sprache {z}, die das Wort z der Linge 1 enthiilt. Diese Sprachen dienen als kleinste,
unzerlegbare Sprachmoduln.

IROaiie SO

(a)
Abbildung 7: Endliche Automaten fiir atomare Sprachen: (a) @ (b) {A\} (¢) {z} mitxz € I

Sind L, L; und Ly Sprachen zum Alphabet I, die von endlichen Automaten erkannt wer-
den, so werden auch die zusammengesetzten Sprachen LU Ly, L; Ly und L* von endlichen
Automaten erkannt. Die dabei verwendeten Sprachoperationen sind die Vereinigung, die
Konkatenation (L;Ly = {wywy | wy € Ly, wy € Ly}) und die Kleene-Hiille (L* = |J L!

ieN
mit L0 = {\} und L' = L'L).

Bezeichnet L pr(r) die Klasse aller Sprachen iiber dem Alphabet I, die von endlichen
Automaten erkannt werden, so hat £4yr(r) nach den obigen Uberlegungen folgende Ei-
genschaften:

(1) @, {/\}, {.’L’} € EAUT(I) fir x € I,

(11) L, Ll, L2 € EAUT(I) 1mp11z1er1: L1 U LQ, LlLQ, L* e *CAUT(I)-
Die kleinste Klasse Lggq(ry von Sprachen mit diesen Eigenschaften sind die sogenannten
requliren Sprachen, die durch endlich-maliges Anwenden der Sprachoperationen in (ii),

beginnend mit den Sprachen in (i), entstehen. Die regulidren Sprachen sind also vollstindig
modular aufgebaut. Insbesondere gilt: Lrpa) € Lavr1)-
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8.2 Endliche Automaten erkennen regulire Sprachen

Bemerkenswerterweise kann auch die Umkehrung nachgewiesen werden, so dass sich die
von endlichen Automaten erkannten und von rechtslinearen Grammatiken erzeugten Spra-
chen als regulér erweisen und somit aus den atomaren Sprachmoduln allein durch endlich
viele Vereinigungen, Konkatenationen und Kleene-Hiillen-Bildungen aufgebaut werden
kénnen.

Theorem 10
Sei A= (Z,1,d,sg, F) ein endlicher Automat. Dann ist L(A) regulr.

Beweis.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann Z = {1,...,n} und s, = 1 angenommen
werden. Dann ist fiir 2,5 € Z und k € N die Sprache Lf, ; aller Worter, die im Zustands-
graphen von ¢ nach j fiihren, ohne zwischendurch Zusténde jenseits von k£ zu besuchen,
definiert als:

Li;={weI"[jed(i,w),d({u) C{1,...,k} fiir alle w mit w = uv, w # u # A}.

Mit Induktion iiber k£ kann gezeigt werden, dass Lf, ; fiir alle 4,7 € Z und k € N reguldr
ist.

IA: Fiir k = 0 und ¢ # j enthilt L}, die Eingaben, die direkt von ¢ nach j fiihren,
weil alle Zusténde jenseits von 0 liegen und deshalb nicht besucht werden diirfen.
D.h. LY, ={z € I'| j € d(i,z)}. Diese Sprache ist entweder leer oder die endliche
Vereinigung von atomaren reguldren Sprachen und deshalb selbst regulér.

Fiir k = 0 und 4 = j gehort in jedem Fall noch A zur Sprache, d.h. L; = {A\}U{z €
I|ie€d(i,x)}, was sich analog als regulér erweist, weil {\} regulér ist.

IV: Als Induktionsvoraussetzung wird von der Regularitit von Lf,j fiir alle 7 und j
ausgegangen.

IS: Betrachte nun im Induktionsschluss Lf,;-rl bzw. ein Element w daraus. Dieses Wort
induziert einen Weg von 7 nach j im Zustandsgraph. Sei [-- -1, die durchlaufene
Sequenz von Zustdnden mit ¢ = Iy und j = [,. Kommt der Zustand k£ 4 1 gar nicht
inly---1l,—; vor, so liegt w in Lf’ i Ansonsten kommt der Zustand £ +1 m-mal darin
vor mit 0 < m < p, so dass die Sequenz folgende Form hat:

lo - lpy (b +D)lpypr--lpy 1 (k+1) (b + 1), 10,

wobei p; < py < --- < ppn die Stellen sind, wo k£ + 1 auftritt. Insbesondere
kommt in den Abschnitten Iy ---1, 1,0y 41 -lpy-1,---,lp,41-- 1,1 der Zustand
k 4+ 1 nicht vor, sondern nur die Zustidnde 1,...,k. Es stellt sich also heraus, dass
W = wow . .. Wy, fiir Worter wo € Ly, wi, ..., Wno1 € Ly oy und wy, € Ly 5,

dh.w e LEy  (LE 1) Liyy ;- Damit ist gezeigt, dass

k+1 k k k *Lk
Liy" C© LU Ligepr (L iy poa) Ly 5
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Nach Definition von Lf, ; gilt auch die umgekehrte Inklusion, so dass insgesamt
k+1 _ 1k k k k
Lz;r - Li,j U Li,k+1(Lk+1,k+1)*Lk+1,j

folgt. Nach Induktionsvoraussetzung sind Lf,j, Lﬁk 15 Lk 41,641 und Lk +1,; Teguldr,

so dass auch die Kleene-Hiille der dritten Sprache und die Konkatenation mit den
anderen beiden Sprachen sowie die Vereinigung mit der ersten Sprache regulir sind.
Also ist Lf’;’l reguldr, was zu zeigen war.

Die Sprachen Lﬁj sind also fiir alle 7,5 € Z und k£ € N regulidr. Die von A erkannte

Sprache ist eine Vereinigung endlich vieler dieser Sprachen, denn es gilt L(A4) = (J L} ;.
jEF
Somit ist auch L(A) regulér, wie behauptet. O

8.3 Regulidre Ausdriicke

Reguldre Ausdriicke sind, analog zu arithmetischen Ausdriicken, aus Konstanten, Opera-
tionen und Klammern aufgebaute Zeichenketten, die einen Wert beschreiben. Der Wert
soll in diesem Fall allerdings keine Zahl sein, sondern eine Sprache. Demzufolge miissen
die Konstanten moglichst einfache Sprachen reprisentieren und die Operationen miissen
es erlauben, aus diesen Sprachen komplexere zu bilden.

In der einen oder anderen Form diirften reguldre Ausdriicke den meisten schon einmal
iiber den Weg gelaufen sein, da sie in Editoren mit komfortablen Suchfunktionen und in
UNIX-Kommandos wie z.B. grep, find und sed Verwendung finden.

Sei I ein Alphabet mit lambda, empty, +, 0, *,(,) ¢ I. Die Menge REX (I) der reguliren
Ausdricke tdber I ist rekursiv definiert durch:
(i) empty, lambda € REX (I),
(ii) I € REX(I) und
(iii) fiir alle r,ry,ro € REX(I) sind auch die Worter (r; + r3), (11 o 79) und (r*) in
REX(I).
Jedem reguldren Ausdruck r iiber I wird wie folgt eine Sprache L(r) zugeordnet:
(i) L(empty) =0, L(lambda) = {\} und L(z) = {z} fiir alle z € I,
(ii) fiir alle r,7q,70 € REX (I) sei
(1) L((Tl + 7“2)) = L(Tl) U L(’I‘Q),
(2) L((ry0re)) = L(r1)L(re) = {wywy | wy; € L(r1), we € L(rg)} und
(3) L((r*)) = L(r)* = {wy -+ wy | w1,...,w, € L(r), n € N}.

Bemerkungen

1. Nach der Interpretation reguldrer Ausdriicke steht + fiir die Vereinigung zweier
Sprachen, o fiir deren Konkatenation und x* fiir die Iteration einer Sprache. Die
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Verwendung der Symbole + und o fiir Vereinigung und Konkatenation hat einen
guten Grund: Abstrakt gesehen, verhalten sich diese Operationen wie Addition und
Multiplikation (genauer gesagt, die Menge der Worter bildet mit diesen Operationen
einen Semiring). Dabei ist () das neutrale Element der Addition (die “Null”) und {\}
ist das der Multiplikation (die “Eins”). Wie gewohnt ergibt die Multiplikation mit
Null immer Null: L = ) = L@. Beide Operationen sind offenbar assoziativ, aber
nur die Vereinigung ist auch kommutativ, denn L; L, ist natiirlich im allgemeinen
nicht dasselbe wie LyL;. Wie man sich leicht iiberzeugen kann, gelten auch die
Distributivgesetze: L(L;ULy) = LLiULLy und (L1ULy)L = LiLULy L. Damit sind
alle Zutaten beisammen, die man fiir einen Semiring benétigt (zu einem “echten”
Ring fehlen die inversen Elemente beziiglich der Addition). Ubrigens hat auch
der Kleene-Stern einige interessante Eigenschaften. Insbesondere ist er idempotent,
L** = L*, was praktisch direkt aus der Definition folgt.

2. Um regulédre Ausdriicke iibersichtlicher zu machen, wird {iblicherweise von der Kon-
vention Gebrauch gemacht, dass * stirker bindet als o und dies wiederum stirker
als +. Klammern, die nach dieser Konvention (oder der Assoziativitit von + und
o) zur Vermeidung von Mehrdeutigkeiten unnétig sind, kénnen weggelassen werden.
Auflerdem ldasst man das Symbol o oft weg, analog zur Schreibweise bei arithmeti-
schen Ausdriicken, wo man ja auch oft xy fiir z - y schreibt. Demnach kann man
beispielsweise statt (((a o b)*) o (co (¢*))) auch kurz (ab)*cc* schreiben.

3. Gelegentlich wird in der Literatur ein reguldrer Ausdruck r angegeben, wenn eigent-
lich L(r) gemeint ist, sofern dies aus dem Kontext geniigend klar hervorgeht. Dies
sollte aber nicht dariiber hinwegtiuschen, dass r und L(r) zwei grundverschiedene
Dinge sind: r ist eine Zeichenkette, wihrend L(r) eine Sprache ist.

Aus der Definition der reguléren Ausdriicke und ihrer Interpretation sowie der Definition
der regulédren Sprachen folgt unmittelbar, dass eine Sprache L. C I'* genau dann regulér ist,
wenn es einen reguldren Ausdruck » € REX () mit L = L(r) gibt. Reguldre Ausdriicke
stellen somit den dritten Formalismus neben rechtslinearen Grammatiken und endlichen
Automaten dar, um regulére Sprachen zu spezifizieren. Formal:

Lrec = L3y = Lavra) = Lrex(n);

wobei Lrgx(ry = {L(r) | r € REX(I)} alle durch Interpretation der reguldren Ausdriicke
iiber I erhaltenen Sprachen und Lj;) alle Typ-3-Sprachen iiber I enthilt.

9 Kellerautomaten

Die Erkennung von Sprachen durch endliche Automaten ist angemessen schnell, aber in
ihrem Anwendungsspektrum ziemlich eingeschrénkt, weil ein endlicher Automat wihrend
des Abarbeitens eines Eingabewortes nur eine beschrinkte Zahl von Informationen spei-
chern kann, die durch die Zusténde vorgegeben ist. Insbesondere kann nur bis zu einer
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Schranke gezdhlt werden, und nur beschrénkte Abschnitte des Eingabewortes kénnen fiir
spitere Vergleiche aufgehoben werden. Um dagegen eine Sprache wie

Latance = {anbn ‘ n e N}
zu erkennen, muss man unbeschrénkt zéhlen kénnen. Oder um das Wortproblem von
Lpalindrom = {w eT” | w = trans (’U])}

zu losen, ist es notig, die erste Hilfte des Wortes zwischenzuspeichern, damit sie mit der
zweiten Hilfte des Wortes verglichen werden kann.?

Um die Technik des Erkennens endlicher Automaten beibehalten zu kénnen, aber gleich-
zeitig auch in der Lage zu sein, mitzuzéhlen und sich beliebige Teile des gelesenen Wortes
zu merken, werden die endlichen Automaten um einen Keller (Stapel, stack) als zweites
Speichermedium erweitert. Ein Zustandsiibergang wird dann auch vom obersten Keller-
symbol abhingig gemacht, das dabei durch eine Sequenz von Kellersymbolen ersetzbar
ist. Auf dem Keller werden in jedem Schritt also eine POP-Operation sowie eine Folge von
PUSH-Operationen ausgefiihrt, die auch leer sein kann. Auflerdem werden noch — anders
als bei endlichen Automaten — Zustandsiibergéinge erlaubt, bei denen kein Eingabesymbol
gelesen wird.

9.1 Konzept des Kellerautomaten

Das Modell des Kellerautomaten formalisiert diese Beschreibung. Die Arbeitsweise des
Kellerautomaten wird dhnlich wie bei Turingmaschinen durch fortgesetzte Uberginge zwi-
schen Konfigurationen beschrieben, wobei eine Konfiguration den aktuellen Zustand, das
noch zu lesende Eingabewort und ein aktuelles Kellerwort umfasst. Einzelne Ubergiinge
sind durch die Zustandsiiberfiithrung festgelegt. Ziel ist es, eine Anfangskonfiguration
mit Anfangszustand, dem vollstindigen Eingabewort und dem initialen Kellersymbol als
Startkeller in eine Endkonfiguration zu iiberfiihren, bei der der aktuelle Zustand ein End-
zustand und die Eingabe vollstéindig gelesen ist. Wenn das gelingt, ist das Eingabewort
vom Kellerautomaten erkannt.

1. Ein Kellerautomat ist ein System K = (Z,1,C,d, sq, F, ¢y) mit einer endlichen Men-
ge Z von Zustinden, einem endlichen Alphabet I von Eingaben, einem endlichen
Alphabet C' von Kellersymbolen, einer Zustandsitiberfihrung d, die jedem Zustand
s, jeder Eingabe x und jedem Kellersymbol ¢ eine Menge von Paaren aus Zustidnden
und Kellerwortern d(s, z,c) C Z x C* sowie jedem Zustand s und jedem Kellersym-
bol ¢ eine entsprechende Menge d(s, —, ¢) C Z x C* zuordnet, einem Anfangszustand
so € Z, einer Menge von Endzustinden F' C Z und einem wnitialen Kellersymbol cy.

2. Ein Kellerautomat ldsst sich dhnlich einem endlichen Automaten graphisch dar-
stellen. Unterschiedlich ist lediglich die Beschriftung der Kanten, wie Abbildung 8
illustriert.

3Dabei wird vorausgesetzt, dass das Eingabewort nur einmal von links nach rechts gelesen werden
kann.

28



T;C— —c—a
S - S’ S > SI

fir (¢, ) € d(s,z,¢) fir (s',a) € d(s, —,¢)
Abbildung 8: Kantenbeschriftungen bei Kellerautomaten

3. Eine Konfiguration (s,v,7y) besteht aus einem Zustand s € Z, einem Eingabewort
v € I* und einem Kellerwort v € C*. Fiir w € I* ist (so,w, o) die Anfangskon-
figuration von w. Und (s”,\,v) wird Endkonfiguration genannt, falls s” € F (bei
beliebigem Kellerwort 7).

Falls (s, ) € d(s,x,c), so hat die Konfiguration (s, zv, c¢y) die Folgekonfiguration
(s',v,ay); falls (', ) € d(s, —,c), so hat die Konfiguration (s, v, c7y) die Folgekon-
figuration (s, v, ay).

Ist con' eine Folgekonfiguration von con, so schreibt man dafiir auch con |— con’.
Eine Folge von n solchen direkten Ubergingen

con = congl— cony—— ---— con,, = con’

(fiir n € N) kann durch con - con’ oder con = con' abgekiirzt werden.

4. Ein Wort w € I* wird von K erkannt, falls die Anfangskonfiguration von w in
eine Endkonfiguration iiberfiihrbar ist, d.h. es existieren s” € F' und v € C* mit
(80, w, co) (8", A\, y)-

Die Menge aller von K erkannten Worter bildet die erkannte Sprache L(K).

9.2 Deterministische Kellerautomaten

Bei einem Kellerautomaten kann eine Konfiguration mehrere Folgekonfigurationen haben,
so dass das Erkennungsverfahren nichtdeterministisch ist. Es wird deterministisch, wenn
es jeweils hochstens eine Folgekonfiguration gibt, was offenbar fiir folgende Kellerautoma-
ten gilt:

Ein Kellerautomat K = (Z,1,C, d, so, F, cy) ist deterministisch, wenn fiir jedes s € Z und
c € C die Mengen d(s,z,c) fiir alle z € I und d(s, —, c) leer oder einelementig sind und
d(s,—, c) hochstens dann nicht leer ist, wenn alle d(s, z, c) leer sind.

Ohne Beweis sei angemerkt, dass es nicht moglich ist, zu jedem Kellerautomaten einen
deterministischen Kellerautomaten zu konstruieren, der dieselbe Sprache erkennt. So gibt
es z.B. einen Kellerautomaten, der die Sprache Lpimer = {wtrans(w) | w € {a,b}*}
erkennt, aber keinen deterministischen Kellerautomaten.

9.3 Beispiel: Regulire Ausdriicke

Regulére Ausdriicke iiber I (vgl. Abschnitt 8.3) werden von dem in Abbildung 9 dargestell-
ten deterministischen Automaten erkannt (wobei y € IU{empty, lambda}, c € {op, br,cy}
und @ € {+,0}).
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Yyi;co — A

(5c0 = opco

(;¢— opbre

*s0p = A

Abbildung 9: Ein deterministischer Kellerautomat, der REX (I) erkennt

Durch folgende Konfigurationsfolge wird der Ausdruck (((z+empty)*)olambda) als regulér
erkannt:

(so, (((x + empty)*) o lambda), Co)
— (s1, ((z+ empty)*) o lambda), op ¢y)
- (s1, (z+ empty)*) o lambda), op br op ¢y)
— (s1, x + empty)*) o lambda), op br op br op ¢)
—  (sq, + empty)*) o lambda), op br op br op cy)
— (s1, empty)*) o lambda),  br opbr opcy)
—  (s2, )*) o lambda),  br opbropcy)
— (s2, *) o lambda), op br op ¢y)
— (89, ) o lambda), br op o)
— (89, o lambda), op Co)
— (s1, lambda), Co)
(82, )s co)
— (OK, A, )

Die folgende Konfigurationsfolge zeigt, dass der Ausdruck ((z + empty)*) o lambda) nicht
regulér ist:

(so, ((x + empty)*) o lambda), Co)
- (s1, (z+ empty)*) o lambda), op Co)
- (s1, =+ empty)*) o lambda), op br op ;)
— (89, + empty)*) o lambda), op br op cy)
— (s1, empty)*) o lambda),  bropcy)
—  (s2, )*) o lambda),  bropcp)
—  (s2, *) o lambda), op Co)
— (52, ) o lambda), Co)
— (OK, o lambda), )

Denn die letzte Konfiguration besitzt keine Folgekonfiguration, ist aber auch keine End-
konfiguration.
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10 Von kontextfreien Grammatiken zu Kellerautomaten

Kontextfreie Grammatiken haben nur Regeln, deren linke Seiten einzelne nichtterminale
Zeichen sind. Da die Syntax von Programmiersprachen iiblicherweise mit Hilfe solcher
Regeln definiert wird, sind kontextfreie Grammatiken und die Lésung ihres Wortproblems
besonders interessant. Es trifft sich deshalb gut, dass kontextfreie Grammatiken korrekt
in Kellerautomaten iibersetzt werden konnen. Dabei bedeutet Korrektheit, dass jede
eingegebene Grammatik dieselbe Sprache erzeugt wie der aus der Eingabe konstruierte
Automat erkennt. Der konstruierte Automat 16st also das Wortproblem der Eingabe-
grammatik. Da Kellerautomaten im allgemeinen nichtdeterministisch arbeiten, ist diese
Losung jedoch nicht polynomiell (wenn man den Nichtdeterminismus z.B. durch Breiten-
suche vermeidet). Leider ldsst sich im Gegensatz zu endlichen Automaten nicht jeder
Kellerautomat in einen deterministischen umbauen, ohne dass sich die erkannte Sprache
dndert.

10.1 Der Ubersetzer

Zu jeder kontextfreien Grammatik wird ein Kellerautomat konstruiert, in dessen Keller
praktisch der Ableitungsprozess der Eingabegrammatik ablduft. Sonstige Zustandsiiber-
ginge dienen lediglich dem richtigen Starten und Halten.

Sei G = (N, T, P,S) eine kontextfreie Grammatik und cy,cox ¢ N UT. Dann ist der
zugehorige Kellerautomat PDA(G) * gegeben durch:

PDA(G) = ({s0, OK}, T,NUT U{co,cok},da, S0, {OK}, co)

Theorem 11 (Korrektheit der Ubersetzung)
Sei G eine kontextfreie Grammatik und PDA(G) der zugehorige Kellerautomat. Dann
gilt: L(G) = L(PDA(QG)).

Die Situation der Ubersetzung von kontextfreien Grammatiken in Kellerautomaten und

ihre Korrektheit lassen sich durch das Diagramm in Abbildung 10 veranschaulichen.

Der Beweis von Theorem 11 wird auf Kapitel 13 verschoben, da dafiir einige Eigenschaften
von kontextfreien Grammatiken benttigt werden, die erst in den folgenden zwei Kapiteln
erarbeitet werden.

Zunichst soll die Ubersetzung mit einem Beispiel veranschaulicht werden.

4 PDA steht fiir die englische Bezeichnung pushdown automaton fiir Kellerautomat.
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¢ translator PDA(G)
generator recognizer
L(G) = L(PDA(Q))

Abbildung 10: Korrekte Ubersetzung kontextfreier Grammatiken in Kellerautomaten

10.2 Beispiel: Klammergebirge

Die kontextfreie Grammatik G = ({A}, {[, ]}, {A==A4A | [A] | A}, A) erzeugt alle
korrekten Klammerungen iiber dem Klammerpaar [ und |. Der zugehorige Kellerautomat
PDA(G) ist in Abbildung 11 dargestellt.

HEER

—;C0 — ACOK

— A= [4]

Abbildung 11: Ein zu einer kontextfreien Grammatik gehérender Kellerautomat

Wie die in der linken Hilfte von Abbildung 12 angegebene Berechnung zeigt, wird die
Klammerung [|[][[]] von PDA(G) erkannt. Dieser Berechnung entspricht die rechts dane-
ben angegebene Ableitung in G, wobei das jeweils im néchsten Schritt ersetzte nichtter-
minale Zeichen fett gedruckt ist.

Offenbar arbeitet die Zustandsiiberfithrung von PDA(G) wie folgt: Zur Anfangskonfigu-
ration passt nur der Zustandsiibergang nach (i), so dass in der Folgekonfiguration das
Startsymbol zuoberst auf dem Keller steht. Ein Zustandsiibergang nach (ii) kann aus-
gefiihrt werden, falls oben auf dem Keller ein Nichtterminal der Grammatik steht. Wenn
es mehrere Uberginge fiir dieses Zeichen gibt, “rit” der Kellerautomat nichtdetermini-
stisch, welche Produktion in der Ableitung angewendet wird, um das néchste Teilstiick
des Eingabewortes zu erzeugen. Ein Zustandsiibergang nach (iii) wird ausgefiihrt, wenn
das oberste Kellersymbol ein Terminalzeichen ist und dieses auch gerade dem nichsten
gelesenen Zeichen gleicht. Damit das Eingabewort erkannt wird, muss zuletzt der Zu-
standsiibergang nach (iv) ausgefiihrt werden.

Insgesamt wird beim Vergleich der Konfigurationsfolge und der Ableitung deutlich, dass
der Kellerautomat alle in dem entsprechenden abgeleiteten Wort links von der Liicke
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(s0,  [10I7], <)

— (so, (1[I,  Acox) A
— (0, [I[]I[]], AAcox) — AA
(0, [I[][]], AAAcox) — AAA
— (so0, [I[]I[]], [A]JAAcok) — [A]AA
— (so, [N, AJAAcok) = [ A]44
— (s0, [N, JAAcok) — | JAA
— (so, [N, AAcoxk) =[] A4
— (s0, [Illll, [A]JAcok) — [] (44
— (s, ][], AlAcok) = [l 44
— (s, I, JAcox) — [l JA
— (s, ([,  Acok) =[] A
— (so, [, [Alcok) — (] [4]
(0, [, Alecok) = [0 Al
— (50, [, [Allcox) — ([ [A]]
— (%0, I,  Allcox) = [0 Al
— (s0, I, leok) — OO 1]
— (%0, ], Jeok) = 0ol
— (s0, A, cok) = [0I]
— (0K, X 2)

Abbildung 12: Eine Berechnung des Kellerautomaten und die zugehorige Ableitung in
der Grammatik

stehenden Zeichen bereits gelesen und alle rechts stehenden Zeichen gerade auf dem Keller
hat. Weiter fillt auf, dass in jedem Schritt der Ableitung das am weitesten links stehende
Nichtterminal ersetzt wird, d.h. die Ableitung ist eine sogenannte Linksableitung. Dies ist
kein Zufall, sondern liegt daran, dass der Kellerautomat immer nur das oberste Zeichen
aus seinem Keller entfernen kann.

Damit liegt die Vermutung nahe, dass der zu einer kontextfreien Grammatik gehéorige
Kellerautomat genau dann ein Wort erkennt, wenn dieses Wort mit einer Linksableitung
der Grammatik erzeugt werden kann. In Theorem 11 wird aber behauptet, dass der
Kellerautomat jedes von der Grammatik erzeugte Wort erkennt, unabhéngig davon, wie
dieses Wort abgeleitet wurde. Um dieses Problem zu 16sen, wird in Kapitel 12 gezeigt,
dass jede terminierende Ableitung einer kontextfreien Grammatik in eine Linksableitung
umgebaut werden kann, ohne das erzeugte Wort zu verdndern. Fiir den Beweis, dass diese
Umbautechnik das Gewiinschte leistet, wird eine wesentliche Eigenschaft von kontextfreien
Grammatiken bendétigt, die im nichsten Kapitel als Konteztfreiheitslemma formuliert ist.

11 Kontextfreiheitslemma

Da die linke Seite einer kontextfreien Regel nur aus einem Zeichen besteht, ist die Stelle
eines Wortes, auf die diese Regel angewendet wird, in einem sehr strengen Sinn lokali-
sierbar: Wenn das Wort zerteilt wird, ist das ersetzte Zeichen in genau einem der Teile.
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Auf Ableitungen iibertragen, bedeutet das, dass die einzelnen Ableitungsschritte auf Tei-
le des Ausgangswortes verteilbar sind, wobei eine horizontale Zerlegung von Ableitungen
entsteht. Diese als Kontextfreiheitslemma bezeichnete Eigenschaft ist recht offensichtlich,
hat aber viele interessante Konsequenzen. Beispielsweise erhélt man eine kubische Losung
des Wortproblems kontextfreier Grammatiken (siehe Kapitel 15).

Theorem 12 (Kontextfreiheitslemma)
Sei G = (N, T, P,S) eine kontextfreie Grammatik, u%)v eine Ableitung der Léinge n
und u = ujus - - - Uy, eine Zerlegung von u in k Teilwérter.

k

Dann gibt es k Ableitungen u; %) v;, So dass v = vy ---v, und n = Y n;.
i=1

Beweis (mit Induktion iiber n).
IA: n =0. Dann wahle v; = u; und u; %)ui.

IV: Die Behauptung gelte fiir n.

IS: Betrachte u —)U Der erste Schritt hat dann die Form u = u'Au” A—) u'ru” = .

T
Da A ein e1nzelnes Zeichen ist, existiert ein 4g, so dass u;,, = wuj Auj und v’

ul um,lugo sowie u" = uj i1 -ug. Wihle nun 4; = u; fiir i # 49 und 4, =
ug, g , so dass insbesondere uy, T Ui gilt. AuBerdem gilt nach Konstruktion:
u=r

107

— ! " ! " —
Uu=uru :u1---uio_luioruiouioﬂ---uk = U1 Ug.
. . . . — n . . .
Auf die restlichen n Ableitungsschritte # — v ist nun die Induktionsvoraussetzung
P
. _ ng . . o .
anwendbar, was Ableitungen u; —’) v; mit v = vy - - - v, und Z n; = n ergibt. Fiir 7

=1
kann das zu wu,, —> U, —> Vi, einer Ableitung der Lénge n;, + 1, zusammengesetzt

werden. Fiir ¢ ;é i konnen die Ableitungen wegen u; = u; bleiben, wie sie sind. Die
Zerlegung von v bleibt unveridndert, die Summe der Ableitungsldngen ergibt n + 1.
Damit ist alles gezeigt. O

Es sei noch angemerkt, dass die Umkehrung des Kontextfreiheitslemmas fiir alle Chomsky-

. . . g . . . . . .
Grammatiken gilt. Ableitungen u; T;> v; firt = 1,..., k kénnen immer zu einer Ableitung
k
n .
U=Up- Uy —> V1 Up =0 mit n = Y n; zusammengesetzt werden.
P =
i=1

12 Linksableitungen

Wenn man in einer kontextfreien Grammatik beim Ableiten in jedem Schritt das ganz
links stehende nichtterminale Zeichen ersetzt, spricht man von Linksableitungen.® Trennt

5In der Literatur ist es auch gebréuchlich, eine Ableitung Linksableitung zu nennen, wenn alle nicht-
terminalen Zeichen links vom gerade ersetzten im Rest der Ableitung nicht mehr ersetzt werden. Bei
Ableitungen von terminalen Wortern macht das keinen Unterschied, aber fiir den Nachweis der Korrekt-
heit von Theorem 11 ist diese Definition weniger geeignet.
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man dabei die links stehenden terminalen Zeichen vorher ab, so handelt es sich gerade um
Schritte, die der aus einer kontextfreien Grammatik konstruierte Kellerautomat auf dem
Keller vollfiihrt. In diesem Kapitel wird gezeigt, dass jede Ableitung einer kontextfreien
Grammatik in eine Linksableitung umgebaut werden kann. Es stellt sich also heraus,
dass das Ableiten in der Grammatik dieselbe Leistungsfihigkeit hat wie das Bilden von
Folgekonfigurationen im zugehorigen Kellerautomaten.

Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Eine Linksableitung ist eine Ableitung
Uy ?Ug 7) cee ?un, bei der in jedem Schritt uimuiﬂ (1 <i < n) das am wei-
testen links stehende Nichtterminal ersetzt wird, d.h. u; = z; 4;y; und u; 1 = x;v;y; mit
x; € T*. Um anzudeuten, dass eine Ableitung eine Linksableitung ist, wird der Pfeil —e—
statt — verwendet.

Das folgende Lemma impliziert, dass man sich bei kontextfreien Grammatiken auf die
Betrachtung von Linksableitungen beschranken kann, ohne dass dies eine Auswirkung auf
die erzeugte Sprache hat.

Lemma 13
Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Dann lésst sich jede Ableitung A %) v

mit A € N, v € T* in eine Linksableitung A _fi_) v umformen.
Beweis (Per Induktion iiber die Linge von Ableitungen).
[A: Eine Ableitung A %H) mit v € T™ existiert nicht, also muss nichts gezeigt werden.

IV: Gelte die Behauptung fiir alle Ableitungen der Linge < n.
IS:  Betrachte eine Ableitung A T)u %)v. Dann lédsst u sich in u = ugAjuy - - - Aty

mit ug, ..., Uy, € T* und Aq,..., A, € N zerlegen. Fiir i = 0,...,m gilt ui%)ui
und aufgrund des Kontextfreiheitslemmas auch A; %H}i fir 2 = 1,...,m, wobei

m
V= UgU1Ug - - - Uy, und n; < Y- n; = n. Also kann nach Induktionsvoraussetzung
i=1

jede der Ableitungen A; % v; in eine Linksableitung A; —é—) v; umgeformt werden.
In der richtigen Reihenfolge zusammengesetzt, erhdlt man

A —— u0A1u1 s Amum
P
*
—KP—> uovlulAqu s Amum

*
—(— UOU1U17)2U2A3U,3 s Amum
P

*
—§D—> UV1UTL = * " Uy Uy

also insgesamt eine Linksableitung A —£—> . O
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13 Korrektheit der Ubersetzung von kontextfreien
Grammatiken in Kellerautomaten

In diesem Kapitel wird der Beweis fiir Theorem 11 nachgeliefert. Dazu wird zunéchst der
enge Zusammenhang zwischen dem Ableiten in einer kontextfreien Grammatik und dem
Bilden von Folgekonfigurationen in dem zugehérigen Kellerautomat festgehalten.

Sei in diesem Kapitel G = (N,T,P,S) eine gegebene kontextfreie Grammatik und
PDA(G), der zu ihr gehorige Kellerautomat, wie in Abschnitt 10.1 definiert.

Lemma 14

Sei w € (NUT)*. Wenn es eine Linksableitung S —t—w = ui gibt, wobei u € T*
das lidngste terminale Anfangsstiick von w ist, dann gibt es fiir beliebiges v € T* eine
Konfigurationsfolge (s, uv, S cox) (S0, v, U Cok)-

Beweis (mittels Induktion iiber die Ableitungslidnge).
TA: Fiir S —¢—w gilt w =S, d.h. w = X und @ = S, und daher

(S(),U'U, SCOK) = (SO: v, QCOK) }70 (SOaUa TTLCOK).

IV: Die Behauptung gelte fiir alle Linksableitungen der Linge n.

IS:  Betrachte nun eine Linksableitung S —i u1 Aty —— uiru; = w der Linge n + 1
und eine Zerlegung w = uu, wobei u das langste terminale Anfangsstiick von w ist.
Da die Ableitung eine Linksableitung ist, gilt u; € 7. Also ist u; ein terminales
Anfangsstiick von w und damit auch Anfangsstiick von u, d.h. es gibt ein ¢t € T™
mit v = u;t und tu = ru;. Somit kann man die Konfigurationsfolge

(S0, uv, S cok)

konstruieren, wobei sich die zweite Zeile aus der Anwendung der Induktionsvor-

aussetzung fiir die Linksableitung S —é— u; Aty, die dritte Zeile aus Zeile (i) der
Definition von dg und die letzte Zeile aus Zeile (iii) der Definition von dg ergibt.
O

Lemma 15
Seien u,v € T*. Wenn es eine Konfigurationsfolge (so,uv, S cox) (S0, v, U cox) gibt,

dann auch eine Linksableitung S — = Ul

Beweis (mittels Induktion iiber die Linge der Konfigurationsfolge).
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IA:  Fiir (so,uv, S cox) -2 (s0,v,%cok) gilt w = X und @ = S, woraus S S = ui
folgt.

IV: Gelte die Behauptung fiir Konfigurationsfolgen der Léange n.

IS:  Betrachte (sq,uv, S cox) ™ (so, v, % cok). Da die Zustandsiiberfithrung nie ¢ auf
den Keller schreibt, kann keine der Folgekonfigurationen nach Zeile (i) der Definition
von dg gebildet worden sein. Damit scheidet auch Zeile (iv) aus, denn sonst wiirde
cok nicht mehr auf den Keller stehen. Also ist die letzte Folgekonfiguration nach
Zeile (ii) oder (iii) der Definition von d¢ gebildet worden.

1. Entsprechend Zeile (ii) hat die Konfigurationsfolge die Form
(50, u, S cok) (50, v, Aliy cox) (S0, v, Uty ok ) = (50,V, U Cok)

und A ::=1, ist eine Regel in P. Zusammen mit der Induktionsvoraussetzung
fiir die Konfigurationsfolge (sg, uv, S cox) (8o, v, Ati1 cox) ergibt sich dann
die Linksableitung

S —i— uAl —— uligly, = uil.

2. Entsprechend Zeile (iii) hat die Konfigurationsfolge die Form
(80, uv, S cox ) = (0, 2V, TU cox ) (0, v, U Cok)-

Dann hat also u die Form v = wgz, und aus der Induktionsvoraussetzung
fiir die Konfigurationsfolge (sq, uozv, S cox) (S0, 20, U cox ) ergibt sich die
Linksableitung S —— UgTU = U. O

Mit Hilfe der beiden Lemmata kann nun folgendermaflen geschlossen werden.

Beweis von Theorem 11.
Sei w € L(G), d.h. S—5w und w € T*. Damit existiert nach Lemma 13 eine Links-

ableitung S —¢—w. Da w schon das lingste terminale Anfangsstiick von w ist, folgt mit
Lemma 14, dass es eine Konfigurationsfolge (sq,w, S cox) (S0, A, Acok) gibt, wobei
@ = A sein muss und v = A gewihlt wurde. Mit den Zeilen (i) und (iv) der Definition von
dg lasst sich diese Folgekonfigurationsbildung vorn und hinten verldngern zu:

(80, w, co) (S0, w, S cor) (S0, A, cox) F—(OK, A\, A). (*)

Das bedeutet aber gerade w € L(PDA(G)).

Sei umgekehrt w € L(PDA(G)), d.h. (s, w, co) ——(OK, A, ~) fiir irgendein . Das lésst
sich immer in die Form (x) zerlegen, denn der erste und letzte Schritt kénnen nicht

anders aussehen. Der mittlere Teil impliziert nach Lemma 15 S —— w\ = w. Somit gilt
w € L(G).

Insgesamt sind die beiden Sprachen also gleich. O
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14 Von Kellerautomaten zu kontextfreien Grammatiken

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie sich Kellerautomaten in kontextfreie Grammatiken
iibersetzen lassen. Zusammen mit Theorem 11 bedeutet das, dass eine Sprache genau
dann kontextfrei ist, wenn es einen Kellerautomaten gibt, der sie erkennt.

Die Ubersetzung macht von zwei Beobachtungen Gebrauch, die auch fiir sich genommen
von Interesse sind. Erstens konnen Kellerautomaten, ohne dass sich an der Méchtigkeit
etwas dndert, auch so definiert werden, dass Endkonfigurationen die mit leerem Keller
sind (wodurch die Endzustinde redundant und damit verzichtbar werden). Zweitens
konnen Konfigurationsfolgen abhéngig vom Kellerinhalt der ersten Konfiguration in Teil-
folgen zerlegt werden. Priziser ausgedriickt, gelten die in Lemma 16 und 17 formulierten
Eigenschaften.

Lemma 16

Fiir jeden Kellerautomaten K gibt es einen Kellerautomaten K' mit L(K') = L(K), so
dass ein Wort u genau dann in L(K') ist, wenn die Anfangskonfiguration fiir u in eine
Konfiguration der Form (s, \, \) (mit beliebigem s) iiberfiihrbar ist.

Beweis.

Sei K = (Z,1,C,d, sy, F, ¢p) ein Kellerautomat, und seien s, s;, sy ¢ Z neue Zusténde und
¢y ¢ C ein neues Kellersymbol. Der Kellerautomat K' = (Z',1,C", d', sy, F', ¢;y) wird so
konstruiert, dass K’ wie K arbeitet, sich jedoch im ersten Schritt den “Boden” des Kellers
markiert, indem er dort das neue initiale Kellersymbol ¢}, zuriicklésst. Bei Erreichen eines
Endzustandes von K kann K’ (in dem dieser Zustand kein Endzustand ist) in den Zustand
s; iibergehen, dessen Aufgabe es ist, den Keller zu leeren und bei Erreichen von ¢f in den
neuen und einzigen Endzustand s; von K’ zu wechseln. Wahrend dieser ganzen letzten
Phase werden vom Eingabewort keine Zeichen mehr gelesen. Insgesamt wird erreicht,
dass fiir alle Konfigurationsfolgen (s{,u,cy) " (s,v,7) von K’ genau dann s € F’ gilt,
wenn v = \ ist.

Dementsprechend ist Z' = ZU{s), s;, 57}, C' = CU{c,} und F = {s;}. Die Uberfiihrungs-
relation d’ von K' ist diejenige von K, erweitert um

o dl(86766) = (8076006)7

o (s;,A) €d(s,—,c) fiir alle s € FU{s;} und ¢ € C und

o d'(s,—,cp) = (sg,A) fiir alle s € FU {s}.
Dann gilt L(K') = L(K); auf den (einfachen) Beweis wird hier verzichtet. Nach Kon-
struktion hat K’ die oben behauptete Eigenschaft, denn die einzige Moglichkeit, einen

leeren Keller zu erhalten, ist durch die letzte Zeile der Definition von d' gegeben, welche
gleichzeitig die einzige Moglichkeit darstellt, in den Endzustand sy zu gelangen. O

Lemma 17
Sei K = (Z,1,C,d, s, F,cy) ein Kellerautomat. Seien weiter z,2' € Z, u € I* und
v = ¢ ---¢, € C*. Eine Konfigurationsfolge (z,u,v) - (2',\, \) existiert genau dann,
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wenn es Zustinde zy,...,%z, € Z und eine Zerlegung v = uy - --u, von u in Teilworter
UL, ..., Uy gibt, so dass z = zy, 2 = z, und (z;—1,u;, ¢;) (2, A, A) fiir allei € {1,...,n}.

Beweis.
“<”: Wenn fiir i = 1, ...,n Konfigurationsfolgen (z; 1, u;, ¢;) H—(2;, A, \) existieren, dann
nach Definition von Konfigurationsfolgen auch eine Folge

(zo,ul...un’cl...Cn)}7*(21’“2...“”,02...071)}7*...}7*(2”,)\’)\)'

(Wer daran zweifelt, kann es zur Ubung per Induktion nachweisen. Wenn man es ganz
korrekt machen will, muss man dazu allerdings zwei Induktionen schachteln: Die &ussere
geht iiber n, die innere iiber die Léinge der ersten Konfigurationsfolge.)

“=": Diese Richtung wird mittels Induktion {iber n bewiesen.

IA: Fiirn = 0ist ¥ = A, und die Folge (z,u, \) (2, A, A) kann nur (z, A, A) -2 (2, A, )
sein, so dass die Behauptung mit z = zy = 2’ erfiillt ist.

IV: Gelte die Behauptung fiir n.

IS:  Da die betrachtete Konfigurationsfolge mit dem Kellerinhalt v = ¢; - - - ¢, 1 anfingt
und mit leerem Keller endet, muss sie die Form

(Za u, 7) }7*(21’ ula Co- - Cn+1) }7*(2” A: )‘)

haben, wobei (z1, v/, ¢a - - - ¢t 1) die erste Konfiguration mit n Kellersymbolen ist. Da
Konfigurationsiibergéinge nach Definition von — nur vom Zustand, vom obersten
Kellersymbol und vom ersten Zeichen der verbleibenden Wortes abhéngen, gilt somit
auch (zg,u1,c1) (21, A, ), wobei zy = z und u = uyu’ ist. Die Induktionsvoraus-
setzung, angewendet auf (21, u', ¢y cpi1) H—(2', A\, ), liefert die restlichen beno-
tigten Teilfolgen (21, ug,c2) F (22, A, A)y ooy (2n, Unt1, Cot1) o (Zna1, A, A),
wobei 2,1 = 2’ ist. O

Die beiden Lemmata liefern alles Notige fiir die Ubersetzung von Kellerautomaten in
kontextfreie Grammatiken.

Theorem 18
Fiir jeden Kellerautomaten K gibt es eine kontextfreie Grammatik G mit L(G) = L(K).

Beweis.

O.B.d.A. hat K = (Z,1,C,d, so, F, o) die in Lemma 16 angegebene Form. Die Konstruk-
tion von G basiert auf der Idee, Nichtterminale der Form <z, ¢, 2’> mit 2,2’ € Z und
c € C zu verwenden, aus denen die Produktionen alle Wérter u € I* abzuleiten erlauben,
fiir die es eine Konfigurationsfolge (z,u,c)——(2', A, A) gibt. Lemma 17 zufolge ist dies
durch folgende Produktionsmenge P zu realisieren:

Fir alle z € Z, a € ITU{-}, c € C, (20,¢1---¢,) € d(2,a,c) und alle zy,...,2, € Z
enthélt P die Produktion

<z, Co 2> =0 <Zg, Cry 21> -+ <Zp_1,Cn,2p> fallsa €1
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und die Produktion

<2, Cy2p> i= <29, Cp1, 21> - - <Zn_1,Cp, 2> fallsa = —.

Fiir n = 0 sind dies terminierende Produktionen.

Durch Induktion iiber £ wird nun fiir alle z,2' € Z, ¢ € C und u € I* gezeigt, dass eine

Ableitung <z, ¢, "> % u genau dann existiert, wenn (z, u, ¢) - (2/, A\, \) gilt.

TA:

IV:
IS:

Fiir £ = 0 gilt die Behauptung, da es weder eine solche Ableitung noch eine solche
Konfigurationsfolge gibt.

Sei k € N und gelte die Behauptung fiir alle j < k.
Fiir £ + 1 sind zwei Fille zu betrachten.

Eine Ableitung

k
<z,c¢, 2> ?)a <20, C1, 21> *+ <Zp_1,Cpy 2n> ?aul---un:u

mit den Teilableitungen <z;_;, ¢;, z;> %ui (wobei z, = 2') gibt es genau dann,

wenn (zg,c1---¢,) € d(z,a,c¢) gilt und auBerdem fiir alle ¢ € {1,...,n} Konfi-
gurationsfolgen (z; 1, u;, ¢;) (23, A\, A) existieren (wobei Letzteres die Induktions-
voraussetzung benutzt). Nach Lemma 17 ist dies genau dann der Fall, wenn die
Konfigurationsfolge

(Z,U,C) %(zo,ul...un,cl...cn) }ﬂ(zl’ua...un’c2...cn)}ﬂ... m"(zn,)\,A)

existiert.

Ein analoger Schluss zeigt, dass es eine Ableitung der Form
k
<z,c, 2> o <20, €1 2> s Iy Cpy > UL Uy = U

genau dann gibt, wenn die Konfigurationsfolge
(Z,U,C) %(Zo’ul .. ./u,n’cl . ..cn) }ﬂ(zl’/ua.. ./U/n’c2. ..cn) }ﬂ.. . mn(zn,A’A)

existiert, was den Induktionsbeweis abschlief3t.

Definiere nun G = ({S}UZxCx Z, I, BUP,S) mit Py = {S ::= <s9, ¢p, s>| s € Z}.
Dann ergibt sich zusammen mit dem oben Bewiesenen fiir alle u € I*

u€ L(G) < <sp,c9,6> —u fiireinse Z
< (80,u,c0) H—(s,\,A\) fiirein s€ Z
< u€ L(K),

was zu zeigen war. O
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15 Das Cocke-Kasami-Younger-Verfahren

Das Verfahren von Cocke, Kasami und Younger ist eine Losung des Wortproblems kontext-
freier Grammatiken in Chomsky-Normalform. Es beruht auf dem Kontextfreiheitslemma
und hat kubischen Aufwand.

Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform,® d.h. fiir jede
Produktion A:=7 ist € T oder r € N%. Will man wissen, ob ein Wort w € T* aus
einem nichtterminalen Zeichen A € N ableitbar ist, ob also A —— w gilt, gibt es nur zwei
relevante Fille, in denen die Antwort positiv ausfallt:

1. lw|=1und A:=w € P oder

2. |w| > 1 und es existieren A::= BC € P sowie B ——u, C ——v mit w = uv.

Wegen der Chomsky-Normalform leitet kein nichtterminales Zeichen das leere Wort ab.
AuBerdem hat die Ableitung A — w immer mindestens einen ersten Schritt A —s r fiir
A:=r € P. Ist r € T, muss die restliche Ableitung » — w die Liéinge 0 haben, d.h. r = w.
Ist r = BC fiir B,C € N, dann induziert die restliche Ableitung r = BC — w nach dem
Kontextfreiheitslemma zwei Ableitungen B ——u und C —— v mit w = uv. AufBerdem
hat damit w mindestens die Lénge 2. Das ergibt insgesamt die beiden genannten Fille,
wenn man beachtet, dass die jeweiligen Riickrichtungen offensichtlich sind.

Um also fiir terminale Wérter der Léange 1 die Ableitbarkeit aus einem nichtterminalen
Zeichen zu priifen, muss man nur die terminierenden Regeln anschauen. Um sie fiir l&ingere
Worter zu priifen, muss man die nichtterminalen Regeln anschauen und das Wort in zwei
Teile teilen. Das Anfangsstiick muss aus dem ersten, das Endstiick aus dem zweiten
nichtterminalen Zeichen der rechten Regelseite ableitbar sein. Das ist dieselbe Frage,
aber fiir kiirzere Worter, so dass diese Rekursion nach endlich vielen Schritten abbricht.
Beachtet man noch, dass bei weiteren Zerlegungen der Worter beliebige Teilworter des
urspriinglichen Wortes entstehen konnen, erhilt man folgende Formulierung der obigen
beiden Fille, wobei als Gesamtwort x1 - - -z, (mit z; € T fiir { = 1,...,n) und als Teilwort
Ti++ Tipj_1 fire=1,...,nund j =1,... ,n — 17+ 1 betrachtet werden:

A L) T~ Tigj—1 gdW

e j=1und A::=x; € P oder
e j > 1, A:=BC € P und es existiert £ mit 1 < k < j derart, dass
B L).IZ o Tiyk—1 und C L>£Ci+k c L1

Das liefert ein Verfahren, um die nichtterminalen Zeichen zu bestimmen, aus denen sich
Teilworter von z - - - ,, ableiten lassen.

6Zu jeder kontextfreien Grammatik, die nicht das leere Wort erzeugt, kann eine kontextfreie Gramma-
tik in dieser Form konstruiert werden, die dieselbe Sprache erzeugt. Genaueres lisst sich z.B. in [HUG9,
Abschnitt 4.4 und 4.5] oder [EP00, Abschnitt 6.2 und 6.3] nachlesen.
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Seien fiiri=1,...,nund j=1,...,n—i+1
CELLZ"]' = {A eEN | A%xi"'iﬂ_]‘_l}.

Dann kénnen diese “Zellen” nach der obigen Uberlegung folgendermafien berechnet wer-
den:

e Firi=1,...,n: CELL;; = {A€ N | A:=z; € P};
o firj=2,...,nundi=1,...,n—j+1:

j—1
CELL;; = | J{A€ N | A:=BC € P, B € CELL;y, C € CELL; ) ;_t}.
k=1

Damit ist auch das Wortproblem fiir G gelost, denn es gilt:
Ty -7, € L(G) gdw. S —> 21+ -2, gdw. S € CELL,,.

Da es fiir jedes j = 1,...,n jeweils n — 7 + 1 Zellen mit j als zweitem Index gibt, miissen

insgesamt
n

Z(n —j+1) = n-(n+1)

i=1 2

Zellen berechnet werden. Fiir die Zellen CELL;; geht das in konstanter Zeit, weil nur die
gegebenen terminierenden Produktionen inspiziert werden miissen (héchstens #N - #T
viele). Um eine Zelle CELL; ; mit j > 1 zu bilden, muss man fir £ = 1,...,5 — 1
auf die Zellenpaare CELL;), und CELL; j_ zugreifen. Man kann annehmen, dass die
bereits berechnet sind, weil ihre zweiten Indizes kleiner als das aktuelle j sind. Jede dieser
Zellen enthilt eine beschrinkte Zahl von nichtterminalen Zeichen (héchstens #N viele).
Aus den j — 1 Zellenpaaren sind die beschriinkt vielen Elementpaare zu bilden (héchstens
#N? viele) und mit den rechten Seiten der nichtterminalen Produktionen (hdchstens # N3
viele) zu vergleichen. Da j < n ist, sind fiir die O(n?) vielen Zellen hichstens O(n) viele
konstante Aktionen erforderlich, was einen Gesamtaufwand von O(n?) ergibt.

16 Ableitungsbidume

Die Tatsache, dass das Wortproblem kontextfreier Sprachen mit Hilfe von Kellerauto-
maten gelost werden kann, liegt wesentlich am Konzept der Linksableitungen. Denn sie
erlauben, Ableitbarkeit und Erzeugbarkeit von Wortern durch Operationen auf einem
Keller zu realisieren. Ableitungsbdume sind ein vergleichbares Konzept zur Représen-
tation kontextfreier Ableitungen. Die Konstruktion von Ableitungsbdumen beruht auf
dem Kontextfreiheitslemma und gestattet, bekannte Eigenschaften von Béumen fiir die
Untersuchung von Ableitungen zu nutzen.

Um das zu demonstrieren, werden einige Beispiele fiir die vorteilhafte Nutzung der Baum-
struktur gegeben. Sie alle werden im Kapitel 17 zum Nachweis des Pumping-Lemmas fiir
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kontextfreie Sprachen verwendet. In Abschnitt 16.2 wird nachgewiesen, dass man aus
der Linge des Resultats eines Ableitungsbaumes dessen Hohe abschitzen kann. In Ab-
schnitt 16.3 wird zu jedem Ableitungsbaum ein Weg von der Wurzel zu einem Blatt
konstruiert, der so lang ist, wie der Baum hoch ist. In Abschnitt 16.4 schliefllich werden
das An- und Abhingen von Ableitungsbdumen betrachtet.

16.1 Konstruktion

Sei G = (N, T, P,S) eine kontextfreie Grammatik ohne A-Produktionen, d.h. ohne Pro-
duktionen mit dem leeren Wort als rechter Seite.

Dann kann jeder Ableitung X — w, die in einem einzelnen Symbol X beginnt, folgen-
dermaBen rekursiv ein Ableitungsbaum dt(X — w) zugeordnet werden (wobei dt sich auf
die englische Bezeichnung derivation tree fiir Ableitungsbaum bezieht):

(i) Fir X %5 X mit X € N UT besteht der zugeordnete Ableitungsbaum aus einem
mit X markierten Knoten mit der Héhe 0 und X als Resultat. Der einzelne Knoten
ist sowohl Wurzel als auch Blatt. Dieser Ableitungsbaum wird mit dt(X X )
bezeichnet.

(ii) Fiir XU sei Xu= XXy mit X; € NUT die erste angewendete Regel,
und seien X; — U; die korrespondierenden Ableitungen gemif dem Kontextfrei-
heitslemma. Wegen n; < n kann angenommen werden, dass Ableitungsbdume
dt; = dt(X; ﬂ)Ui) mit einer jeweiligen Hohe, U; als Resultat und einem Kno-
ten X; als Wurzel bereits existieren. Dann hat der Ableitungsbaum dt(X 25 U)
die Form

dtq

mit einer Hohe, die um 1 grofler als die grofite Hohe der angehédngten Ableitungsbau-
me dt; ist, mit U als Resultat, dem obersten Knoten als Wurzel und den Blattern
der angehéngten Teilbdume als Bldtter.

Ist dt ein Ableitungsbaum und bezeichnet man seine Hohe mit height(dt) und sein Re-
sultat mit res(dt), so gilt nach Konstruktion:

(i) height(dt(X —= X)) = 0 und res(dt(X - X)) = X,
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(i) height(dt(X 3 U)) = 1+ max{height(dt;) | i=1,...,k} und

res(dt(X Uas U) =U=U;---U = res(dty) - - - res(dty,).

16.2 Beziehung zwischen Baumhohe und Resultatsléinge

Gemif der rekursiven Definition erhoht sich die Hohe um 1, wenn man £ Biume an eine
Wurzel hiangt, wihrend sich die Liange des Resultats als Summe der Léngen der Resultate
der angehéngten Biaume ergibt. Daraus ergibt sich folgende Beziehung zwischen H&he
und Resultatsldnge.

Sei b die Léange der lingsten rechten Seite von Produktionen aus P. Dann gilt fiir alle
Ableitungsbidume dt:

[res(dt)| < bheight(dt),

Beweis (mit Induktion iiber die Hohe).

TA:

IV:
IS:

height(dt) = 0 bedeutet dt = dt(X i)X) fiir ein geeignetes X € N UT. Somit
gilt:
Ires(dt)| = |res(dt(X —= X))| = |X| =1 < 1= 0 = pheioht(@),
Die Behauptung gelte fiir alle Hohen bis m.
Betrachte nun height(dt) = m + 1. Geméf der rekursiven Definition korrespon-
diert dt zu einer Ableitung X UARY Jy (mit n > m), einer ersten Regelanwendung
X — X1 --- X und induzierten Ableitungen X; —»U; (i = 1,...,k). Bezeichne
jeweils dt; den korrespondierenden Ableitungsbaum dt(X; AN U;). Wegen
height(dt) = 1 + max{height(dt;) |i=1,...,k}
ist dann height(dt;) < m, so dass nach Induktionsvoraussetzung fiir allei = 1,... k
gilt: '
res(dt;)| < pheight(dti),
Daraus folgt wunschgeméf:

|res(dt)| = |res(dty) - - - res(dty)|

k
= |res(dt;)|
=1
k
< Z bheight(dti)
i=1

k
<>
=1
=k-0"
<b-b"
— bheight(dt)_ 0
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16.3 Ein langer Weg von der Wurzel zu einem Blatt
In jedem Baum gibt es mindestens einen Weg von der Wurzel zu einem Blatt, der so lang
ist, wie der Baum hoch ist.

Sei dt ein Ableitungsbaum. Dann gibt es in d¢ einen Weg

mit [ = height(dt), wobei der erste Knoten die Wurzel und der letzte ein Blatt ist.

Beweis (mit Induktion iiber die Héhe).

IA:  height(dt) = 0 bedeutet dt = dt(X — X) fiir ein X € N UT. Als Weg der Lénge
0 kann (und muss) man dann den einzigen Knoten wéhlen, d.h. 4y = X.

IV: Die Behauptung gelte fiir alle Ableitungsbdume der Hohe m.

IS:  Betrachte einen Ableitungsbaum dt mit height(dt) = m+1. Mit den Bezeichnungen
aus dem Beweis in Abschnitt 16.2 gibt es dann ein iy, so dass height(dt;,) = m ist,
sowie eine Kante von der Wurzel von dt zur Wurzel von dt;,. Nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es in dt;, einen Weg

wobei der erste Knoten die Wurzel von dt;, ist, d.h. insbesondere 4; = X,,, und
der letzte Knoten ein Blatt von di;, ist. Dieser Knoten ist auch ein Blatt von dt,
so dass der gesuchte Weg entsteht, wenn man die eine Kante davorsetzt, wobei man
Ay = X wihlt. O

16.4 Anhingen und Abhingen von Ableitungsbiumen

Nach Konstruktion fithrt von der Wurzel eines Ableitungsbaumes genau eine Kante zu der
Wurzel jedes angehingten Ableitungsbaumes, was rekursiv bedeutet, dass von der Wurzel
zu jedem Knoten genau ein Weg fiihrt und jeder Knoten Wurzel genau eines Teilbaumes
ist. Wenn man den abhingt (bis auf seine Wurzel), bleibt wieder ein Ableitungsbaum
iibrig. Genauer gilt fiir dt = dt(X — U) und fiir einen Weg
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von der Wurzel zu einem Knoten folgendes:

Es existieren Ableitungen X — Uy A Us und A; = Uy, so dass dty = dt(A; — Us) der
Teilbaum von dt ist, der A; als Wurzel hat, und dt; = dt(X — Uy A;Us) der Baum ist,
der durch Loschen von diy aus dt entsteht. Insbesondere liegt der obige Weg auch in dt;
und fiihrt dort zu einem Blatt.

Sind umgekehrt d¢; und dt,; mit dem obigen Weg in d¢; von der Wurzel zu einem Blatt
gegeben, kann man dt, an das Blatt A; von dt; héingen, und man erhélt einen Ableitungs-
baum dts = dt(X —= Uy A;Us — U;UUs). Sind dt; und dt, die beiden Biume, die beim
Abhéngen aus dt entstehen, dann gilt dt3 = d¢t und damit insbesondere U = U, U,Us.

Auf die vollstandige Formalisierung dieser beiden Konstruktionen wird hier verzichtet.

17 Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

In diesem Abschnitt wird ein Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen formuliert und
bewiesen. Analog zum Pumping-Lemma fiir regulire Sprachen in Abschnitt 6.37 eignet
es sich zum Nachweis, dass bestimmte Sprachen nicht kontextfrei sind.

Das Pumping-Lemma fiir regulidre Sprachen beruht darauf, dass beim Erkennen eines
geniigend langen Wortes in einem endlichen Automaten eine Zustandsfolge durchlaufen
wird, die einen Kreis enthilt. Ubertragen auf rechtslineare Grammatiken heifit das, dass
es Ableitungen der Form S — 24, A—syA und A—= 2z mit z,y,2z € T* und |y| > 0
gibt, woraus sich Ableitungen der Form S — 23~ fiir i € N bilden lassen. Bei beliebigen
kontextfreien Grammatiken kann man nicht erwarten, dass das nichtterminale Zeichen A
immer ganz rechts steht, sondern irgendwo im abgeleiteten Wort. Aber auch Ableitungen
der Form S - uAy, A—>svAz und A—> w lassen sich zu Ableitungen S —— uv'waz'y
fiir ¢ € N zusammensetzen. Das ergibt ebenfalls einen Pumpeffekt, bei dem allerdings
zwei Teilworter gleichzeitig iteriert werden (wovon eines allerdings auch leer sein darf).
Es bleibt, die drei Ableitungen zu finden. Der schwierige Teil dabei ist, ein A zu finden,
das in einem seiner abgeleiteten Worter wieder auftaucht. Um das zu erreichen, werden
die Ergebnisse iiber Ableitungsbdume herangezogen.

Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik ohne A\-Produktionen und Kettenregeln,
d.h. ohne Produktionen mit dem leeren Wort oder einem einzelnen nichtterminalen Zei-
chen als rechter Seite. Fiir 2 € L(G) gibt es dann einen Ableitungsbaum dt = dt(S — 2).
Dessen Hohe ist nach Abschnitt 16.2 grofer als #N, falls |z| > b#Y, wobei b wieder die
Linge der lingsten rechten Seite einer Produktion von G ist. Nach Abschnitt 16.3 gibt
es dann in dt einen Weg von der Wurzel zu einem Blatt

"Dort ist das Pumping-Lemma fiir die von endlichen Automaten erkannten Sprachen formuliert. Re-
gulédre Sprachen sind genau die von endlichen Automaten erkannten; Regularitit ist aber die viel griffigere
Bezeichnung und wird deshalb hier verwendet.

46



mit | = height(dt) und Ay = S. Die | Zeichen Ay, ..., A;_; sind nichtterminal, weil in
einem Ableitungsbaum hochstens Bldtter terminal sind. Wegen [ > # /N muss es Indizes
© < j geben mit A; = A;. Dieses nichtterminale Zeichen wird im folgenden auch mit A
bezeichnet. Nach Abschnitt 16.4 induziert der Teilweg

zwei Ableitungen S 5 21 Az und A — w, derart dass z = 2wz, und der obige Teilweg in
dt, = dt(S — 2, Azy) liegt und dort von der Wurzel zu einem Blatt fiihrt. Entsprechend
induziert der Teilweg

zwei Ableitungen S L>uAy und A =5 vAz mit 2, Az, = uvAzry. Beachte dabei, dass z;
und 2y terminal sind, weil z terminal ist, und dass deshalb auch v und y terminal sein
miissen. Das nichtterminale Zeichen A in z;Az; kann also nur in der zweiten Ableitung
abgeleitet werden.

Damit sind die drei gesuchten Ableitungen gefunden. Daraus lassen sich induktiv Ablei-
tungen der folgenden Form iterieren:

(i) S = uAdy(= uww®Az%); und
(ii) wenn S = uv*Ax'y bereits konstruiert ist, erhilt man
S s wv' Azly — woivAzzly = wottt Azt tly.
SchlieBlich 18t sich jede dieser Ableitungen terminieren: S —— uv’Az'y — uv*wz'y, so
dass uwv'wz'y € L(G) fiir alle ¢ € N folgt.

Wegen i < j ist A—>vAz keine 0-Ableitung. Und da G keine Kettenregeln enthilt,
kénnen v und z nicht beide leer sein; d.h. v # .

Wihlt man dartiber hinaus den urspriinglichen Weg als den l&ngstmoglichen und 7 eben-
falls so grofl wie moglich, dann muss [ —i < #N + 1 gelten, weil sonst zwei andere Knoten
unterhalb von ¢ gleich markiert wiren, was der Wahl von ¢ widerspricht. Auflerdem kann
in dem Ableitungsbaum dt, = dt(A —— vAr — vwz) kein Weg linger als #N + 1 sein,
weil sonst der urspriingliche Weg nicht der lingste gewesen wire. Dann ist di, aber auch
nicht hoher, und vwx hat hochstens die Linge b#N+1,

Die vorausgehenden Uberlegungen ergeben das folgende Pumping-Lemma fiir kontextfreie
Sprachen.

Theorem 19

Zu jeder kontextfreien Sprache L existieren zwei natiirliche Zahlen p,q € N, so dass gilt:

Ist z € L mit |z| > p, dann ldsst sich z schreiben als z = uvwzxy, wobei [vwz| < ¢ ist und
vr # A, und fiir alle 1 € N gilt: o
wv'wz'y € L.
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Beweis.

Zu jeder kontextfreien Sprache L existiert eine kontextfreie Grammatik G ohne A-Pro-
duktionen und Kettenregeln, derart dass L(G) = L — {\} gilt. Wihlt man nun p = b#V
und ¢ = b#*N*!, wobei b die Linge der lingsten rechten Seite der Produktionen von G ist,
dann bilden dle Uberlegungen vor dem Theorem den Rest des Beweises. Beachte, dass
es keine Rolle spielt, ob A\ € L gilt, weil ohnehin nur Woérter ab einer bestimmten Lénge
pumpbar sein miissen. a

Korollar 20
1. Die Sprache Ly = {a"b"c" | n € N} ist nicht kontextfrei.

2. Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen gegeniiber Durch-
schnitt, d.h. es gibt kontextfreie Sprachen, deren Durchschnitt nicht kontextfrei ist.

Beweis.
1. Angenommen, L, wire kontextfrei. Seien p und ¢ die zu Ly gehorenden Zahlen
aus dem Pumping-Lemma. Dann gibt es fiir n € N mit 3n > p eine Zerlegung
a™b"c" = uvwzy, derart dass uv'wz'y € L fiir alle 1 > 0, [vwz| < ¢ und vz # .

Enthielte v oder = a’s und b’s oder b’s und ¢’s, so kiime in uv?wa?y im Widerspruch

zur Definition von Lg ein a hinter einem b bzw. ein b hinter einem ¢ vor. Also ist

v =a" oder v = 0" oder v = ¢" und entsprechend z = ¢* oder x = b° oder x = a°,

wobei 7+ s > 1. Da v in z stets vor z liegt, sind das insgesamt sechs Félle. Im Fall

v=a"und z = c* gilt u = o/, w = a*b"c', y = ¢™ und 2z = wwwry = a’a"a*b"clct ™
mit j +7+k =n = [+ s+ m. Damit erhilt man uwvwz’y = a/ ek \c™ =
a™ """ % € Ly, was wegen r + s > 1 der Definition von Ly widerspricht. Analog
fiihren die anderen fiinf Félle zum Widerspruch.

2. Die durch die Produktionen S;::=Sjc | A und A::=aAb | X sowie Sy:=aSy | B
und B::=0bBc | A definierten Grammatiken erzeugen die kontextfreien Sprachen
Ly = {a™b™c" | m,n € N} und Ly, = {a™b"c" | m,n € N}, deren Durchschnitt
gerade die nicht kontextfreie Sprache L aus Punkt 1 ist. O

Mit Punkt 1 von Korollar 20 kann nun die zweite Aussage in Theorem 3, d.h. die Echtheit
der Inklusion {L \ {)\} | L € L3} G Ly, bewiesen werden. Die Sprache L, wird namlich
von der Grammatik Gy = ({A, B,C, S, X, Z}, {a,b,c}, Py, S) mit den Produktionen

S:=AZ

A:=aABC | aX
CB:=BC

B:=bX
CZ:=Zc
XZ:=bc

erzeugt, die eine monotone Variante der Grammatik aus Abschnitt 2.2, Beispiel 6 ist.
Somit gllt Lo € El AN EQ.
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18 Ein unentscheidbares Problem fiir kontextfreie
Grammatiken

Was verrit die Syntax iiber die Semantik? Das ist eine Kernfrage der Informatik, weil die
semantische Ebene das Gewiinschte und Interessierende représentiert, wihrend nur die
syntaktischen Beschreibungen explizit verfiigbar sind. Das Halteproblem fiir Programme
(und Turingmaschinen) und das Wortproblem fiir Grammatiken sind typische Probleme
dieser Art.

Dummerweise sind viele semantische Fragen an syntaktischen Gebilden unentscheidbar —
selbst dann noch, wenn man die Syntax stark einschrinkt. Ein Beispiel dieser Art wird in
diesem Kapitel fiir kontextfreie Grammatiken vorgestellt. Wahrend das Leerheitsproblem
fiir kontextfreie Grammatiken (L(G) = (0 7) entscheidbar ist, erweist sich bereits die Frage
nach der Leerheit des Durchschnitts zweier kontextfreier Sprachen (L(G1) N L(G2) =07)
als unentscheidbar.

Um das zu beweisen, werden Postsche Korrespondenzprobleme, deren Lisbarkeit bekannt-
lich unentscheidbar ist, auf das Durchschnittsleerheitsproblem reduziert. Solche Reduk-
tionen sind typisch fiir den Nachweis von Unentscheidbarkeit.

Betrachte dazu ein Postsches Korrespondenzproblem PCP = ((u1,...,uy), (v1,-..,0))
iiber dem Alphabet 7. PCP ist 16sbar, wenn es eine nichtleere Indexfolge i; - - - i mit
Uiy *+ Uy, = Vi, -+ v;, gibt. Die Konkatenationen aus beiden Listen zu Indexfolgen lassen
sich gleichzeitig kontextfrei erzeugen, wenn man die zweite Konkatenation transponiert.
Die entsprechende Grammatik G pgp hat folgende Produktionen:

S = wu; A trans(v;)

Az=u;Atrans(v;) | $ } firi=1,...,n.

Offensichtlich lassen sich damit aus S die terminalen Worter der Form
Uiy -+ Ui, S trans (v, ) - - - trans(viy) = wy, - - - ug, $ trans (v, - - - v;,)

ableiten. Mit anderen Worten ist PCP genau dann losbar, wenn L(Gpcp) ein Wort, der
Form w$ trans(w) enthilt.

Solche Worter lassen sich aber bekanntlich durch eine kontextfreie Grammatik G,.irror
mit den Produktionen
Su=8$ | zSx firzeT

erzeugen. Also ist PCP genau dann losbar, wenn L(Gpcp) N L(G miror) # 0.

Wire nun das Durchschnittsleerheitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken entscheidbar,
gilte das insbesondere fiir die Grammatiken G pep und G 00, S0 dass sich die Losbarkeit
von Postschen Korrespondenzproblemen als entscheidbar erwiese. Der Widerspruch ist
nur dadurch auflésbar, dass die Annahme falsch ist. Die Frage nach der Leerheit des
Durchschnitts von Sprachen, die von kontextfreien Grammatiken erzeugt werden, muss
also unentscheidbar sein.
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Liefert eine Indexfolge eine Losung fiir ein PCP, so bildet jede Wiederholung der In-
dexfolge ebenfalls eine Losung. Ein PCP hat also unendlich viele Lésungen, wenn es
iiberhaupt Loésungen hat. Mit der obigen Ubersetzung ist PCP genau dann 1sbar, wenn
L(Gpcp) N L(Gmiror) unendlich ist. Die Frage nach der (Un-)Endlichkeit des Durch-
schnitts zweier kontextfrei erzeugter Sprachen erweist sich also ebenso wie die Frage nach
der Leerheit des Durchschnitts als unentscheidbar.

Das Wortproblem fiir den Durchschnitt ist iibrigens entscheidbar, denn ein Wort liegt
genau dann im Durchschnitt, wenn es in beiden Sprachen liegt. Das Wortproblem fiir die
einzelnen kontextfreien Sprachen ist aber entscheidbar.
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