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6 Reguläre Sprachen und reguläre Ausdrücke 24
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6.4 Reguläre Ausdrücke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

7 Pumping-Lemma für erkannte Sprachen 32

8 Syntax von Programmiersprachen und Syntax-
analyse 34

9 Kontextfreie Grammatiken 37

9.1 Definition kontextfreier Grammatiken . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

9.2 Ableitungsprozess . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

9.3 Erzeugte Sprache . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

9.4 Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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1 Zum Sinn der theoretischen Informatik

Theoretische Informatik ist der Teil der Informatik, der sich systematisch mit
mathematischen Mitteln erfassen und durchdringen lässt. Welchen Sinn das
macht, wird in diesem Kapitel am Beispiel einer korrekten Modellierung eines
Datenverarbeitungsproblems und seiner algorithmischen und somit auf dem
Computer realisierbaren Lösung veranschaulicht. Alle angesprochenen und ver-
wendeten Begriffe und Konzepte (sowohl technischer als auch mathematischer
Art) setzen lediglich ein naives, intuitives Verständnis voraus, formale Defini-
tionen werden noch nicht gebraucht.

In vielen Gebieten der Informatik geht es um die Modellierung von Datenverarbeitungs-
problemen und ihren (korrekten) Lösungen.

Problem Lösung

Modellierung

Korrektheit

Am Beispiel eines sehr einfachen eingebetteten Systems soll illustriert werden, was das
konkret heißen kann. Ziel ist die Modellierung einer Heizung (bzw. ihrer Steuerung), die
heizt, wenn die Raumtemperatur zu niedrig ist. Etwas detaillierter ist folgende Aufgabe
zu bewältigen:

Modelliere eine Heizung,

(1) die angeschaltet werden kann und dann betriebsbereit ist,
(2) die bei einer Temperatur unter 20◦ heizt,
(3) die wieder betriebsbereit wird, wenn die Temperatur mindestens 20◦ erreicht hat,

und
(4) die ausgeschaltet werden kann, wenn sie nicht gerade heizt.

Ziel der Modellierung ist, diese informelle textuelle Beschreibung so zu präzisieren und zu
explizieren, dass eine computerausführbare Lösung entsteht.

Der textuellen Beschreibung ist zu entnehmen, dass die Heizung mindestens drei ver-
schiedene Zustände haben kann: heizen, betriebsbereit und außer Betrieb, wobei das den
Zustand vor dem Anschalten und nach dem Ausschalten bezeichnet. Außerdem ist von vier
Ereignissen die Rede, die eintreten können: anschalten (an), ausschalten (aus), Tempera-
tur sinkt unter 20◦ (<20◦), Temperatur steigt auf mindestens 20◦ (≥20◦). Die Ereignisse
ändern Zustände, was in der folgenden visuellen Darstellung festgehalten ist:
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außer

Betrieb

betriebs-

bereit

heizen

an

aus

<20◦≥20◦

Die visuelle Darstellung ist ein sogenannter Zustandsgraph mit den Zuständen als Kno-
ten, zu erkennen an den eingekreisten Namen, und den durch Ereignisse eintretenden
Zustandsübergängen als Kanten, die als Pfeile gezeichnet sind mit dem Ereignis als Mar-
kierung am Pfeil, dem Pfeilende beginnend am Zustand vor dem Ereignis und der Pfeil-
spitze endend am Zustand nach dem Ereignis. Der Zustandsgraph präzisiert die textuelle
Beschreibung in zweierlei Hinsicht:

(5) Der Zustand vor dem Anschalten ist derselbe wie nach dem Ausschalten.
(6) Dieser Zustand wird als Anfang und Ende aller Vorgänge im Zusammenhang mit

der Heizung betrachtet, was einerseits durch den Pfeil, der von keinem Zustand
ausgeht, und andererseits durch den Pfeil, der auf keinen Zustand zeigt, graphisch
dargestellt ist.

Der Zustandsgraph spezifiziert die bei der modellierten Heizung möglichen Abläufe, die
aus allen Ereignisfolgen bestehen, die vom Anfangs- zum Endzustand führen. Das sind
alle Folgen u1u2 . . . un für n ≥ 1, die aus an-aus-Zyklen ui für i = 1, . . . , n bestehen.
Dabei ist ein an-aus-Zyklus eine Ereignisfolge, die mit an beginnt, mit aus endet und
dazwischen immer abwechselnd <20◦ und ≥20◦ durchläuft, d.h. die Form

an <20◦ ≥20◦ <20◦ ≥20◦ · · · <20◦ ≥20◦aus

hat. Außerdem wird die leere Folge als möglich betrachtet.

Bezeichnet man nun den Zustandsgraphen als Heating und die Menge aller möglichen
Abläufe als L(Heating), dann kann man Heating als Modell betrachten, dessen Verhalten
durch L(Heating) festgelegt ist und das damit die gestellte Aufgabe löst.

Aber ist die Lösung auch korrekt? Wird wirklich das gestellte Problem gelöst? Genau
genommen ist Heating einfach konstruiert und dann zur Lösung erklärt worden. Dass
alles richtig ist, bleibt der Intuition überlassen, was bei kleinen Problemen noch angeht.
Aber was passiert bei Hunderten von Zuständen und Tausenden von Übergängen? Da
kann die Intuition schnell versagen. Glücklicherweise kann man aber noch einen Schritt
weiterkommen, indem man dem Lösungsmodell noch ein explizites Modell des Problems
gegenüberstellt.
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Um das von der bisherigen Beschreibung abzusetzen, soll es dadurch geschehen, dass ange-
geben wird, welche Ereignisfolgen bei der Heizung verboten sein sollen. Eine Ereignisfolge
gilt als verboten, wenn sie mindestens eine der folgenden Teilfolgen enthält:

(a) an ≥20◦

(b) <20◦ aus
(c) <20◦ <20◦

(d) ≥20◦ ≥20◦

(e) an u an
(f) aus u aus

wobei u eine Ereignisfolge ist, die nur <20◦ und ≥20◦ enthält. Verboten sind auch Folgen,
die (g) nicht mit an beginnen oder (h) nicht mit aus enden. Wenn Lforbidden die Menge
aller verbotenen Ereignisfolgen bezeichnet, dann lässt sich diese Menge als Präzisierung
des Problems durch negative Anforderungen auffassen, durch die ausgedrückt wird, was
nicht passieren soll. Bezogen auf diese Anforderungen ist Heating ein korrektes Modell,
wenn keine mögliche Ereignisfolge verboten ist. Mit anderen Worten ist Heating korrekt
bzgl. Lforbidden, wenn L(Heating)∩Lforbidden = ∅. Tatsächlich trifft das auch zu, denn vom
Start aus muss man mit an beginnen (g) und zum Ende kommt man nur mit aus (h).
Und ≥20◦ kann nur eintreten, wenn <20◦ direkt vorausgeht (a & d), so wie nach <20◦ nur
≥20◦ eintreten kann (b & c). Schließlich kann man an nur erhalten, wenn man mit aus
zum Anfang zurückgekehrt ist (e), und ein weiteres aus setzt ein vorheriges an voraus (f).

Insgesamt ist damit eine Modellierung gelungen, bei der das Problem durch die Menge
Lforbidden der verbotenen Ereignisfolgen präzisiert und die Lösung durch den Zustandsgra-
phen Heating modelliert ist, dessen Verhalten als die Menge L(Heating) der möglichen
Ereignisfolgen bestimmt ist. Die Lösung ist in dem Sinne korrekt, dass keine bei Heating
mögliche Ereignisfolge in der Problembeschreibung verboten ist.

Eine interessante Frage an dieser Stelle ist, ob Korrektheit automatisch überprüft werden
kann. Es wird sich im Laufe der Lehrveranstaltung herausstellen, dass diese Frage be-
jaht werden kann, wenn man die negativen Anforderungen wie die Lösung mit Hilfe von
Zustandsgraphen beschreibt.

Die einzelnen Verbote im obigen Beispiel lassen sich sehr einfach durch Zustandsgraphen
modellieren:

(a) a0 a1 a2
an ≥20◦

bel. bel.

(b) – (d) analog

(e) e0 e1 e2
an an

bel. <20◦, ≥20◦ bel.
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(f) analog

(g) g0 g1
aus, <20◦, ≥20◦

bel.

(h) analog

Alle acht Zustandsgraphen, zusammengenommen und als Vereinigungsgraph betrachtet,
ergeben im Prinzip einen Zustandsgraphen, der alle Verbote in sich vereinigt. Während
allerdings bei Zustandsgraphen mehrere Endzustände erlaubt sind, wird meist verlangt,
dass es nur einen Anfangszustand gibt. Das lässt sich aber auch erreichen, indem man
noch einen neuen Zustand s0 als einzigen Anfangszustand hinzunimmt (die bisherigen
acht büßen diesen Status ein) und immer dann einen Zustandsübergang von s0 nach xi

mit x ∈ {a, b, c, d, e, f, g, h} und i = 0, 1, 2 vornimmt, wenn es einen von x0 nach xi bereits
gibt.

Tatsächlich definieren Zustandsgraphen endliche Automaten, wie sie demnächst näher un-
tersucht werden. Endliche Automaten gehören zu den einfachsten algorithmischen Instru-
menten, die in der Informatik eine wichtige Rolle spielen. Endliche Automaten beschreiben
Mengen von Wörtern, auch Sprachen genannt, wie beispielsweise die Mengen der mögli-
chen und verbotenen Ereignisfolgen. Es wird unter anderem gezeigt, dass der Durchschnitt
zweier solcher Sprachen wieder eine solche Sprache ist und dass die Leerheit einer solchen
Sprache algorithmisch festgestellt werden kann, womit das Korrektheitsproblem in diesem
Falle gelöst wäre. Diese Art der Verifikation wird Model Checking [MSS99, CS01] genannt
und seit einigen Jahren äußerst erfolgreich in der Praxis eingesetzt.

In anderen Zusammenhängen ist es allerdings häufig sehr viel schwieriger Korrektheit
sicherzustellen, so dass darauf oft verzichtet wird. Es muss jedoch beachtet werden, dass
Modelle, die nicht sicher korrekt sind, Fehler machen können – teure Fehler oder vielleicht
sogar fatale Fehler. Sich um Korrektheit zu bemühen, kann sich also lohnen. Sie setzt
allerdings immer den Einsatz mathematischer Methoden voraus, weil nur dann ein echter
Nachweis möglich ist. Denn während in dem kleinen Beispiel Korrektheit leicht einzusehen
ist, wird die Angelegenheit äußerst unübersichtlich, wenn man es mit Systemen zu tun
hat, die Hunderte von Zuständen besitzen und Hunderte oder Tausende von Verboten
beachten müssen.
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2 Lauter Wörter

Informatik ist ohne Zeichenketten, die in der Literatur oft auch Wörter genannt werden,
undenkbar. Auch die Theorie ist stark auf sie angewiesen. Im vorigen Abschnitt spielen sie
bereits als mögliche Abläufe, an-aus-Zyklen und verbotene Ereignisfolgen eine wichtige
Rolle. Man muss sie hintereinander schreiben und Teilfolgen identifizieren können; man
muss Gleichheit von Ereignisfolgen feststellen können. Den Benutzerinnen und Benutzern
von Programmiersprachen sind Zeichenketten als Namen und Ausdrücke, als Dateien und
Felder (Ketten konstanter Länge) u.ä. sowie in Gestalt der Programme selbst geläufig.
Wörter und Sätze einer natürlichen Sprache wie Deutsch oder Englisch sind weitere wich-
tige Beispiele.

In diesem Abschnitt sind einige wichtige Informationen zum Umgang mit Zeichenketten
zusammengestellt. Vieles davon wird verschiedentlich in die Überlegungen zur theoreti-
schen Informatik während des kommenden Semesters eingehen, ohne dass diese Tatsache
immer ausführlich gewürdigt wird.

2.1 Erzeugung von Wörtern

1. Um nicht bei jedem einzelnen Wort den Rahmen festlegen zu müssen, wird vorweg
ein Zeichenvorrat A ausgewählt. A wird auch Alphabet, die Elemente von A werden
Zeichen oder Symbole genannt.

2. Wörter (über A) sind rekursiv definiert durch:
(a) λ ist ein Wort,
(b) mit x ∈ A und einem Wort v ist auch xv ein Wort.

3. Das initiierende Wort in (a) wird leeres Wort, der wiederholbare Vorgang in (b)
Linksaddition (von x zu v) genannt. Für Wörter sind auch die Bezeichnungen Zei-
chenketten, Listen, Folgen, Sequenzen, Sätze, “files”, Texte, Nachrichten, “strings”
u.v.a.m. gebräuchlich. Die erste Bezeichnung wird im folgenden synonym für Wörter
verwendet.
Die Menge aller Wörter über A wird mit A∗ bezeichnet. Für die Linksaddition xλ
von x zu λ wird kurz auch x geschrieben. In diesem Sinne gilt: A ⊆ A∗.
Der Erzeugungsprozess für Wörter ist in Abbildung 1 illustriert.

4. Beispielsweise entsteht für das Alphabet {0, 1} anfangs nur das leere Wort λ, weil
der Teil (b) des Worterzeugungsprozesses nur verwendet werden kann, wenn schon
Wörter vorhanden sind. Der Teil (a) muss nicht wieder angewendet werden, weil
dadurch keine neuen Wörter mehr entstehen können. Die Anwendung von Teil (b)
liefert nun zwei neue Wörter: 0λ, 1λ (bzw. 0, 1 nach der Konvention zur Links-
addition mit dem leeren Wort). Darauf kann der Teil (b) erneut angewendet werden,
was vier neue Wörter liefert: 00, 01, 10, 11. Durch Fortsetzung des Verfahrens (ad
infinitum) entstehen nach und nach alle (endlichen) Bitstrings.

5. Die Erzeugung von Wörtern ist so gemeint, dass nur Gebilde, die durch den in
Punkt 2 gegebenen rekursiven Prozess entstehen, Wörter über A sind und dass
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Linksaddition

leeres Wort

-
A

Wörter über As
-

-s

Abbildung 1: Rekursive Erzeugung von Wörtern

jedes Wort in eindeutiger Weise aus diesem Prozess hervorgeht. Letzteres bedeutet,
dass für jedes Wort w entweder w = λ gilt oder eindeutig x ∈ A und ein Wort v mit
w = xv existieren. Im zweiten Fall wird x mit head(w) und v mit tail(w) bezeichnet.
Bei dem Erzeugungsprozess wird stillschweigend vorausgesetzt, dass man durch die
Bezeichnung λ ein Gebilde erhält, das sich von allen anderen Wörtern unterscheiden
lässt, und dass das Nebeneinanderschreiben von Zeichen und Wörtern möglich ist.
Beides mag intuitiv klar sein; es wird hier einfach vorausgesetzt.
Wenn das Alphabet selbst wieder Wörter enthält, wie z.B. {E, I, EI}, muss man
mit dem Nebeneinanderschreiben aufpassen. Denn sonst kann beispielsweise EI ein
Wort aus einem wie zwei Zeichen sein, was wegen der verlangten Eindeutigkeit
verboten ist. In solchen Fällen muss man extra Vorsorge treffen, indem man die
Zeichen in Hochkommata oder sonstige Klammern einschließt oder Zeichen und
Wort beim Nebeneinanderschreiben durch ein Blank oder ein sonstiges Trennzeichen
auseinanderhält.

6. Statt durch Linksaddition ließen sich alle Wörter auch durch Rechtsaddition erzeu-
gen. In gewisser Weise wäre diese Alternative noch naheliegender, weil sie dem im
europäischen Sprachraun verbreiteten Schreiben von links nach rechts entspricht.

Das durch diese Vereinbarungen verfügbare Textsystem ist noch recht bescheiden. Begin-
nend mit dem leeren Wort, kann jedes Wort von rechts nach links geschrieben werden; das
zuletzt geschriebene Symbol kann gelesen (head) oder gelöscht (tail) werden. Wünschens-
wert wäre mehr Komfort, was mit den Punkten 2.2 und 2.4 ein Stück weit erreicht wird
und sich analog noch wesentlich weitertreiben ließe.

2.2 Konkatenation

1. Analog zur Linksaddition und allgemeiner als diese lassen sich auch zwei Wörter
v, w zu einem neuen Wort v · w zusammensetzen. v · w wird Konkatenation von v
und w genannt und ist folgendermaßen rekursiv definiert:
(a) für v = λ gilt λ · w = w,
(b) für v = xu mit x ∈ A gilt (xu) · w = x(u · w).

10



2. Die Linksaddition erweist sich als Spezialfall der Konkatenation:

xv =
1a

x(λ · v) =
1b
(xλ) · v =

2.1.3
x · v.

Das rechtfertigt die Schreibweise vw für v · w.
3. Wie die Linksaddition ergibt sich auch die Rechtsaddition als Spezialfall der Kon-

katenation, indem man ein beliebiges Wort mit einem Symbol als zweites Argument
konkateniert.

4. Die Konkatenation fügt zwei Wörter zusammen. Meist werden jedoch mehrere Kon-
katenationen kombiniert, z.B. ((((BE)I)(SP))((IE)L)). Das sieht hässlich aus; doch
glücklicherweise kann man alle Klammern auch weglassen, weil die Reihenfolge, in
der Wortteile verknüpft werden, keinen Einfluss auf das resultierende Wort hat. (Da-
gegen ist die Reihenfolge der Wortteile untereinander entscheidend, wie Punkt 2.5
zeigt).
Für alle Wörter u, v, w gilt (uv)w = u(vw). Diese Eigenschaft ist auch als Assozia-
tivität bekannt.
Die Behauptung ergibt sich für u = λ nach Punkt 1a (in Verbindung mit der in
Punkt 2 eingeführten Schreibweise):

(λv)w = vw = λ(vw).

Für den Fall u = xt mit x ∈ A erhält man

((xt)v)w =
1b
(x(tv))w =

1b
x((tv)w) =

(∗)
x(t(vw)) =

1b
(xt)(vw),

wenn die Gültigkeit der Aussage für t vorausgesetzt wird (∗). Das ist zulässig, da t
um ein Zeichen kürzer ist als u, so dass die Eigenschaft für t als Induktionsvoraus-
setzung formuliert werden kann.

2.3 Induktionsprinzip

1. Wie in der vorangegangenen Überlegung liefert die rekursive Definition der Wörter
ein für viele Situationen brauchbares Induktionsprinzip. Um eine Aussage THEO-
REM über Wörter zu beweisen, funktioniert oft folgendes Vorgehen:

Induktionsanfang (IA): Zeige THEOREM für v = λ.
Induktionsvoraussetzung (IV): Nimm THEOREM für v an.
Induktionsschluss (IS): Zeige THEOREM für xv mit x ∈ A.

2. Dieses Prinzip kann benutzt werden, um nachzuweisen, dass λ keinen Einfluss auf
die Konkatenation hat. (Vergleiche Punkt 2.2.1a.)
Für alle Wörter v gilt vλ = v.
Denn es gilt:

λλ =
2.2.1

λ und (xv)λ =
2.2.1

x(vλ) =
(∗)

xv,

wobei (∗) die Anwendung der Induktionsvoraussetzung anzeigt.
Die oben gezeigte Assoziativität der Konkatenation beruhte bereits auf dem Induk-
tionsprinzip. So lässt sich auch nachweisen, dass die Konkatenation eindeutig ist.
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IA: Die Konkatenation von λ mit einem beliebigen Wort w liefert nach Definition
dieses Wort, ist also eindeutig.

IV: Sei vw für zwei Wörter v, w ein eindeutig bestimmtes Wort.

IS: Betrachte nun (xv)w für x ∈ A und Wörter v, w.

Nach Definition gilt: (xv)w = x(vw). Nach IV ist vw ein bestimmtes Wort, so
dass nach den Festlegungen in Punkt 2.1.5 auch x(vw) eindeutig bestimmt ist.

3. Allgemein lassen sich mit dem Induktionsprinzip Aussagen über alle Wörter eines
Alphabets beweisen. Wenn mehrere Wörter in einer Aussage vorkommen und all-
quantifiziert sind, kann man sich eins aussuchen, aber nicht jede Wahl klappt gleich
gut.

4. Das Indukttionsprinzip lässt sich analog für Wörter formieren, die mittels Rechtsad-
dition aufgebaut sind. Dabei ändert sich nur der Induktionsschlußin “Zeige THEO-
REM für vx mit x ∈ A”.

2.4 Gleichheitstest, Länge und Zeichenzählen

1. Die eindeutige Zerlegbarkeit von Wörtern gemäß Punkt 2.1.5 gestattet auch, in
einfacher Weise die Gleichheit zweier Wörter rekursiv festzustellen.
Zwei Wörter v, w sind gleich (in Zeichen: v ≡ w), wenn sie beide leer sind: v =
λ = w, oder wenn sie beide nicht leer sind sowie head(v) ≡ head(w) und tail(v) ≡
tail(w), wobei ein Gleichheitstest auf dem Alphabet, der ebenfalls mit ≡ bezeichnet
wird, vorausgesetzt ist.

2. Ebenfalls rekursiv bestimmt werden kann, wie lang ein Wort ist und wie oft ein
bestimmtes Zeichen darin vorkommt:

(a) length(λ) = 0
(b) length(xv) = length(v) + 1 für x ∈ A, v ∈ A∗

(c) count(x, λ) = 0
(d) count(x, yv) = if x ≡ y then count(x, v) + 1 else count(x, v)

für x, y ∈ A, v ∈ A∗.

Die in (d) verwendete Fallunterscheidung funktioniert wie üblich: Ist die Abfrage
wahr, so wird der then-Teil wirksam, sonst der else-Teil.
Dass durch (a) und (b) eine Abbildung length : A∗ → N definiert wird, lässt sich
mit Hilfe des Induktionsprinzips zeigen:

IA: length(λ) = 0 ist genau ein Wert aus N für λ.

IV: Für ein Wort v sei length(v) genau eine natürliche Zahl.

IS: Betrachte nun xv für x ∈ A. Nach (b) gilt length(xv) = length(v) + 1. Nach
IV ist length(v) genau eine natürliche Zahl, so dass der Nachfolger auch genau
eine natürliche Zahl ist.

Analog erweist sich auch count : A× A∗ → N als Abbildung.
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3. Auf dieser Basis lassen sich auch diverse weitere Eigenschaften der eingeführten
Operationen zeigen. Als Beispiel wird mit vollständiger Induktion bewiesen, dass
die Länge einer Konkatenation gerade die Summe der Längen der Einzelwörter ist,
d.h. es gilt für alle v, w ∈ A∗:

length(vw) = length(v) + length(w)

IA: length(λw) = length(w) = 0 + length(w) = length(λ) + length(w).

Dabei werden nacheinander die Definition der Konkatenation, eine bekannte
arithmetische Eigenschaft und die Definition der Länge ausgenutzt.

IV: Die Behauptung gelte für v und beliebige w.

IS: Betrachte av mit a ∈ A (und beliebiges w):

length((av)w) = length(a(vw))
= length(vw) + 1
= length(v) + length(w) + 1
= length(v) + 1 + length(w)
= length(av) + length(w).

Dabei werden nacheinander die Definition der Konkatenation, die Definition
der Länge, die Induktionsvoraussetzung, eine arithmetische Eigenschaft und
wieder die Definition der Länge ausgenutzt.

2.5 Iterative Darstellung

Die eindeutige Zerlegbarkeit von Wörtern nach Punkt 2.1.5 ergibt zusammen mit dem In-
duktionsprinzip eine sehr wichtige, gebräuchliche und vertraute Darstellung von Wörtern.

Für jedes Wort w existieren eindeutig n ∈ N und xi ∈ A für i = 1, . . . , n mit w = x1 · · ·xn.

Das schließt das leere Wort mit ein. In diesem Falle ist n = 0, und x1 · · ·x0 steht für
λ. Insgesamt lässt sich also jedes Wort eindeutig in Zeichen als elementare Bausteine
zerlegen. Auf den einfachen Beweis wird verzichtet.

2.6 Ansichten von der Menge aller Wörter

Während die vorausgegangenen Informationen über Wörter unverzichtbar für die weite-
ren Überlegungen sind, dient dieser Abschnitt zur Abrundung. Es wird gezeigt, dass sich
die Menge aller Wörter in verschiedenen Formen darstellen lässt. In Punkt 1 wird ein
interessanter Zusammenhang zur Algebra und universellen Algebra hergestellt. Punkt 2
charakterisiert A∗ durch eine sogenannte Bereichsgleichung. Solche Gleichungen sind in
der denotationellen Semantik von Programmiersprachen gebräuchlich. Die Punkte 3 und
4 liefern eine iterative Darstellung von Wörtern, die in der Literatur am häufigsten an-
zutreffen ist. Die in diesem Kapitel gewählte Einführung wird axiomatisch genannt. In
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Punkt 5 wird die Nähe zu den berühmten Peano-Axiomen der natürlichen Zahlen aufge-
deckt. Diese Art des Zugangs eignet sich besonders für den weiteren Umgang mit Wörtern
nach Art der funktionalen Programmierung.

1. Die Konkatenation gemäß Punkt 2.2.1 bestimmt eine Abbildung · : A∗ ×A∗ → A∗,
die nach Punkt 2.2.3 assoziativ ist und deshalb A∗ zu einem Monoid macht mit
dem leeren Wort als neutralem Element (vgl. Punkte 2.2.1a und 2.3.2). Da jedes
Wort nach Punkt 2.5 eindeutig in “Atome” zerfällt, erweist sich A∗ sogar als freies
Monoid.

2. Die in Punkt 2.1.5 formulierte Zerlegbarkeitseigenschaft der Linksaddition lässt sich
explizit dadurch erreichen, dass xv als Paar (x, v) geschrieben wird. Unter Verwen-
dung der Mengenoperationen disjunkte Vereinigung + und kartesisches Produkt ×
erfüllt demnach die Menge A∗ aller Wörter über A die Gleichung

A∗ = {λ}+ (A× A∗).

A∗ ist sogar die kleinste Menge mit dieser Eigenschaft. Deshalb ließe sich diese
Mengengleichung auch zur Definition von A∗ und damit von Wörtern über A her-
anziehen.

3. Eine weitere Möglichkeit, A∗ zu definieren, die häufig in der Literatur zu finden ist,
besteht darin, Wörter direkt als beliebige Tupel von atomaren Zeichen zu wählen:

(a) λ ist ein Wort,
(b) für n > 0 und xi ∈ A (i = 1, . . . , n) ist w = x1 · · ·xn ein Wort.

In Tupelschreibweise lautet diese Definition:

(c) das leere Tupel () ist ein Wort,
(d) das n-Tupel (x1, . . . , xn) mit n > 0, xi ∈ A, i = 1, . . . , n ist ein Wort.

4. Beachtet man, dass n-Tupel wie in (b) bzw. (d) von Punkt 3 Elemente des n-
fachen kartesischen Produkts An sind, ergibt sich für die Menge aller Wörter über
A folgende Darstellung

A∗ =
∞
∑

i=0

Ai,

wobei Σ die disjunkte Vereinigung bezeichnet.
Korrespondierend zur Linksaddition lassen sich die Potenzen Ai iterieren:

A0 = {λ} und Ai+1 = A× Ai für i ∈ N.

5. Betrachtet man speziell das einelementige Alphabet {|}, so entstehen als Wörter
Strichfolgen beliebiger Länge, wobei jedes Wort bereits eindeutig durch seine Länge
festgelegt ist. Das leere Wort kann also als 0 gesehen werden, und die Linksaddition
entspricht der Nachfolgerfunktion natürlicher Zahlen. Die Strichdarstellung natürli-
cher Zahlen ist als Bierdeckel-Arithmetik bekannt. Spezialisiert man außerdem das
Induktionsprinzip für Wörter auf diesen Fall, erhält man ein bekanntes Indukti-
onsprinzip für natürliche Zahlen. Insgesamt erweist sich also der in diesem Kapitel
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gewählte Zugang zu Wörtern als Verallgemeinerung der durch die Peano-Axiome
definierten natürlichen Zahlen.
Es sei noch folgendes angemerkt. Ergänzte man die Erzeugung von Wörtern explizit
um ihre Länge:
(a) λ ist ein Wort der Länge 0,
(b) xv ist ein Wort der Länge n+ 1, falls x ∈ A und v ein Wort der Länge n ∈ N

ist,
so ließe sich das Induktionsprinzip in 2.3 durch vollständige Induktion über die
Länge von Wörtern beweisen.
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3 Endliche Automaten

In Kapitel 1 wird exemplarisch eine typische Situation in der Datenverarbei-
tung mit Hilfe von Zustandsgraphen modelliert. Zustandsgraphen sind graphi-
sche Darstellungen endlicher Automaten, die in diesem Kapitel formal ein-
geführt werden. Sie bilden ein in der Informatik häufig und sehr erfolgreich
eingesetztes Modellierungswerkzeug, das vergleichsweise einfach ist und sich
deshalb als Einstieg in den Bereich der formalen Modellierungsmethoden eig-
net. Ein endlicher Automat spezifiziert in seiner einfachsten Form eine Spra-
che, d.h. eine Menge von Wörtern. Als ein erstes interessantes Ergebnis stellt
sich heraus, dass sich jeder endliche Automat deterministisch machen lässt,
ohne seine Sprache zu verändern. Das ist deshalb signifikant, weil ein determi-
nistischer Automat sehr schnell erkennen kann, ob ein Wort zu seiner Sprache
gehört oder nicht.

Unter einem endlichen Automaten hat man sich ein taktweise arbeitendes System vor-
zustellen, das sich zu jedem Zeitpunkt in einem bestimmten Zustand (von endlich vielen
verfügbaren Zuständen) befindet und das dann innerhalb eines Taktes einen Buchstaben
eines Eingabewortes einliest, daraufhin seinen Zustand ändert und den Lesekopf auf den
nächsten Eingabebuchstaben rechts einstellt usw. Am Anfang befindet sich der Automat
in einem Anfangszustand und der Lesekopf steht ganz links auf dem ersten Buchstaben
des Eingabewortes. Ein Eingabewort gilt dann als erkannt, wenn vom Anfangszustand
aus nach Verarbeitung des Wortes ein Endzustand erreicht wird. Die erkannten Wörter
bilden die Sprache des Automaten.

3.1 Endlicher Automat, fortgesetzte Zustandsüberführung und
erkannte Sprache

Die Veranschaulichung führt zu folgender Definition:

1. Ein endlicher relationeller erkennender Automat – kurz endlicher Automat – ist ein
System A = (Z, I, d, s0, F ), wobei

• Z eine endliche Menge von Zuständen ist,
• I ein endliches Eingabealphabet,
• s0 ∈ Z der Anfangszustand,
• d ⊆ Z × I ×Z eine Relation ist, geschrieben d : Z × I ; Z, die Zustandsüber-
führung genannt wird und jedem Zustand und jeder Eingabe eine Menge von
Folgezuständen zuordnet und

• F ⊆ Z eine Menge von Endzuständen ist.
2. Die Zustandsüberführung d lässt sich rekursiv zu einer Relation d∗ ⊆ Z × I∗ × Z

bzw. d∗ : Z × I∗ ; Z fortsetzen, die nicht nur Zeichen, sondern Eingabewörter
verarbeitet:
(i) d∗(s, λ) = {s} für alle s ∈ Z und
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(ii) d∗(s, wx) =
⋃

t∈d∗(s,w)

d(t, x) für alle s ∈ Z, x ∈ I, w ∈ I∗.

Die Eingabewörter sind hierbei rekursiv von rechts nach links aufgebaut.
3. Die von einem endlichen Automaten A erkannte Sprache L(A) ist dann definiert

durch:
L(A) = {w ∈ I∗ | d∗(s0, w) ∩ F 6= ∅}.

4. Ein Automat A = (Z, I, d, s0, F ) heißt deterministisch, wenn d eine Abbildung ist;
d.h. für alle s ∈ Z und x ∈ I existiert genau ein s′ ∈ Z derart, dass (s, x) und s′

bzgl. d in Relation stehen. In diesem Fall wird auch d : Z × I → Z und d(s, x) = s′

geschrieben, wie es für Abbildungen üblich ist.

Bemerkung zur Relationsschreibweise

Ist R : A ; B eine Relation (d.h. R ⊆ A × B), dann wird statt (a, b) ∈ R oft auch aRb
geschrieben oder, wenn R eine Abbildung ist, R(a) = b. Ansonsten bezeichnet R(a) die
Menge aller Elemente, die bzgl. R zu a in Relation stehen: R(a) = {b ∈ B | aRb}.

3.2 Fortgesetzte Zustandsüberführung und erkannte Sprache von

deterministischen Automaten

Für deterministische Automaten ist mit d auch d∗ eine Abbildung, wie man leicht durch
Induktion über w zeigt. Deshalb können (i) und (ii) aus Punkt 2 in diesem Fall auch
ausgedrückt werden durch:

(i’) d∗(s, λ) = s und
(ii’) d∗(s, wx) = d(d∗(s, w), x).

Ferner ist die von deterministischen Automaten erkannte Sprache bestimmt durch:

L(A) = {w ∈ I∗ | d∗(s0, w) ∈ F}.

3.3 Zustandsgraph

Jeder endliche Automat A besitzt eine graphische Darstellung in Form eines Zustandsgra-
phen. Dabei werden die Zustände zu Knoten, und von einem Zustand s zu einem Zustand
s′ wird eine mit x ∈ I markierte Kante gezogen, falls s′ ∈ d(s, x). Falls es mehrere Zeichen
x1, . . . , xk ∈ I gibt mit s′ ∈ d(s, xi) für alle i ∈ {1, . . . , n}, so wird der Übersichtlichkeit
halber nur eine Kante gezogen, an der dann x1, . . . , xk steht. Der Anfangszustand wird
durch einen hineingehenden Pfeil, die Endzustände werden entsprechend durch herausge-
hende Pfeile gekennzeichnet.
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3.4 Beispiel

In Abbildung 2 ist ein kleiner endlicher Automat dargestellt. Er erkennt gerade die
Sprache der positiven ganzen Zahlen in Binärdarstellung ohne führende Nullen, d.h. die
Menge {1w | w ∈ {0, 1}∗}. Dieser Automat ist nichtdeterministisch; denn für die Zu-
standsüberführung d gilt: d(s0, 1) = {s0, s1} und d(s0, 0) = ∅.

s0 s1
1

1 0,1

Abbildung 2: Graphische Darstellung eines endlichen Automaten

3.5 Verarbeitung von Wörtern in iterativer Darstellung

Die fortgesetzte Zustandsüberführung ist für Eingabewörter rekursiv definiert. Es gibt
aber auch eine iterative Version, die vielleicht etwas anschaulicher ist, vor allem aber in
manchen Situationen besser zu gebrauchen.

Sei A = (Z, I, d, s0, F ) ein endlicher Automat und w = a1 · · · an ∈ A∗ mit ai ∈ A für
i = 1, . . . , n. Dann ist s′ ∈ d∗(s, w) für s, s′ ∈ Z genau dann, wenn es eine Folge von
Zuständen t0, . . . , tn gibt, derart dass s = t0, s

′ = tn und ti ∈ d(ti−1, ai) für i = 1, . . . , n.

Dabei ist der Fall n = 0 zugelassen und betrifft das leere Wort w = a1, . . . , a0 = λ und
die Zustandsfolge t0 mit s = t0 = s′.

Beweisen lässt sich das mit Induktion über die Struktur oder Länge der Eingabewörter,
worauf hier allerdings verzichtet wird.

Im Zustandsgraph sieht die Verarbeitung eines Eingabewortes w = a1 · · · an demnach so
aus:

t0 t1 tn
a1 a2 an

3.6 Schnelle Spracherkennung durch deterministische Automa-
ten

Mit jeder Überführung des Zustandes eines deterministischen Automaten in den (eindeu-
tigen) Nachfolgezustand wird ein Buchstabe des Eingabewortes abgearbeitet. Erst wenn
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das Eingabewort vollständig durchlaufen ist, bleibt der Automat stehen. Es sind also n
Schritte erforderlich, um zu entscheiden, ob ein Eingabewort der Länge n zur erkannten
Sprache gehört. Damit ist das sogenannte Wortproblem für jede von einem deterministi-
schen Automaten erkannte Sprache in linearer Zeit lösbar.

Gilt das auch, wenn der erkennende Automat nichtdeterministisch ist?

3.7 Der Potenzautomat

Offensichtlich ist Determinismus eine echte Einschränkung für endliche Automaten. Ist
damit aber auch die Klasse der Sprachen, die von deterministischen Automaten erkannt
werden, eine echte Teilmenge der von allgemeinen endlichen Automaten erkannten Spra-
chen? Das folgende Theorem verneint dies.

Theorem 1
Zu jedem endlichen Automaten A lässt sich effektiv ein deterministischer Automat P(A)
konstruieren, der dieselbe Sprache erkennt; d.h.

L(A) = L(P(A)).

Beweis.
Sei A = (Z, I, d, s0, F ) ein endlicher Automat.

Daraus lässt sich der Potenzautomat konstruieren:

P(A) = (P(Z), I, D, {s0}, FP := {S ⊆ Z | S ∩ F 6= ∅}),

wobei P(Z) die Potenzmenge von Z ist und die Abbildung D : P(Z)×I → P(Z) definiert
ist durch D(S, x) :=

⋃

s∈S

d(s, x) für alle S ∈ P(Z) und x ∈ I.

Dann stehen die fortgesetzten Zustandsüberführungen d∗ und D∗ in der Beziehung

d∗(s, w) = D∗({s}, w).

Denn für w = λ gilt:
d∗(s, λ) = {s} = D∗({s}, λ),

und für Wörter wx erhält man, vorausgesetzt, die Behauptung gilt bereits für w:

d∗(s, wx) =
⋃

t∈d∗(s,w)

d(t, x)

= D(d∗(s, w), x)

= D(D∗({s}, w), x) = D∗({s}, wx).

Für die Sprachen L(A) und L(P(A)) folgt somit:

w ∈ L(A) gdw. d∗(s0, w) ∩ F 6= ∅

gdw. D∗({s0}, w)(= d∗(s0, w)) ∈ FP

gdw. w ∈ L(P(A));

L(A) und L(P(A)) sind also gleich. ⊓⊔
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3.8 Beispiel

Der Potenzautomat zu dem endlichen Automaten aus Abbildung 2 ist in Abbildung 3
dargestellt. Zum Beispiel ist D({s0, s1}, 0) = d(s0, 0) ∪ d(s1, 0) = ∅ ∪ {s1} = {s1} sowie
D({s0, s1}, 1) = d(s0, 1) ∪ d(s1, 1) = {s0, s1} ∪ {s1} = {s0, s1} und immer D(∅, x) = ∅.

∅

{s0}

{s1}

{s0, s1}

10

0

0,1

0,1

1

Abbildung 3: Der Potenzautomat zu dem endlichen Automaten aus Abbildung 2

3.9 Schnelle Spracherkennung durch endliche Automaten

Mit dem Theorem 1 folgt sofort, dass das Wortproblem für jede von einem beliebigen
endlichen Automaten erkannte Sprache linear lösbar ist. Denn man kann erst den Po-
tenzautomaten konstruieren, was nur konstant viel Zeit in Anspruch nimmt (zumindest
bezogen auf die Länge der Eingabewörter). Danach ist das Wortproblem linear lösbar,
weil der Potenzautomat deterministisch ist, aber immer noch dieselbe Sprache erkennt.
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4 Produktautomat erkennt Durchschnitt

Wie im Kapitel 1 versprochen, kann ein endlicher Automat konstruiert werden,
der den Durchschnitt zweier Sprachen erkennt, die selbst von endlichen Auto-
maten erkannt werden. Eine einfache Modifikation der Endzustände befähigt
diesen sogenannten Produktautomaten ebenfalls, die Vereinigung der beiden
Sprachen zu erkennen.

Die Idee des Produktautomaten ist, zwei endliche Automaten über das kartesische Pro-
dukt ihrer Zustandsmengen so zu koppeln, dass sie Eingabewörter parallel abarbeiten.

4.1 Produktautomat

Seien Ai = (Zi, I, di, s0i, Fi) für i = 1, 2 zwei deterministische Automaten. Dann ist der
Produktautomat definiert durch

A1 × A2 = (Z1 × Z2, I, d, (s01, s02), F1 × F2)

mit d((s1, s2), x) = (d1(s1, x), d2(s2, x)) für alle (s1, s2) ∈ Z1 × Z2 und x ∈ I.

Der Produktautomat führt also die Zustandsübergänge der beiden Einzelautomaten par-
allel durch. Wie das Lemma im folgenden Abschnitt zeigt, gilt das auch für die fortgesetzte
Zustandsüberführung.

4.2 Erkennung des Durchschnitts

Da der Anfangszustand des Produktautomaten aus den beiden einzelnen Anfangszuständen
und die Endzustände Paare der einzelnen Endzustände sind, ergibt sich aus dem folgenden
Lemma 4.1 die gewünschte Durchschnittseigenschaft.

Theorem 2

L(A1 × A2) = L(A1) ∩ L(A2).

Beweis.
w ∈ L(A1 × A2) gdw. nach Lemma 4.1

d∗((s01, s02), w) = (d∗1(s01, w), d
∗

2(s02, w)) ∈ F1 × F2

gdw. d∗i (s0i, w) ∈ Fi für i = 1, 2 gdw. w ∈ L(Ai) für i = 1, 2. ⊓⊔

Lemma 4.1

d∗((s1, s2), w) = (d∗1(s1, w), d
∗

2(s2, w)) für alle (s1, s2) ∈ Z1 × Z2 und w ∈ I∗.
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Beweis.
Der Beweis wird mit vollständiger Induktion über den Aufbau von w geführt.

IA: d∗((s1, s2), λ) = (s1, s2) = (d∗1(s1, λ), d
∗
2(s2, λ)), wobei die Definition der fortgesetzten

Zustandsüberführung verwendet wird.

IS: d∗((s1, s2), wx) = d(d∗((s1, s2), w), x) =
d((d∗1(s1, w), d

∗
2(s2, w)), x) =

(d1(d
∗
1(s1, w), x), d2(d

∗
2(s2, w), x)) =

(d∗1(s1, wx), d
∗
2(s2, wx)).

Dabei ergeben sich die Gleichheiten in der gegebenen Reihenfolge aus der Definition der
fortgesetzten Zustandsüberführung, der Induktionsvoraussetzung, der Definition der Zu-
standsüberführung des Produktautomaten und erneut aus der Definition der fortgesetzten
Zustandsüberführung. ⊓⊔

4.3 Erkennung der Vereinigung

Wenn beim Abarbeiten eines Eingabewortes einer der beiden Automaten A1 und A2 in
einen Endzustand kommen, dann gehört das Wort gerade zu der Vereinigung der erkann-
ten Sprachen. Nach Lemma 4.1 erkennt der Produktautomat aber genau diese Vereinigung
L(A1)) ∪ L(A2), wenn man die Menge (F1 × Z2) ∪ (Z1 × F2) als Endzustände wählt.

Wie muss man Endzustände wählen, damit der Produktautomat die Differenzsprachen
L(A1) \ L(A2) und L(A2) \ L(A1) erkennt?
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5 Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems

Nach den Überlegungen in Kapitel 1 muss nur noch gezeigt werden, dass sich
algorithmisch feststellen lässt, ob eine von einem endlichen Automaten er-
kannte Sprache leer ist oder nicht, um Korrektheit nachzuweisen. Denn die
Sprache des Automaten, der das System modelliert, enthält alle möglichen
Abläufe und arbeitet korrekt, wenn kein möglicher Ablauf verboten ist. Wenn
also die verbotenen Sequenzen auch durch einen endlichen Automaten erkannt
werden, muss man nach Kapitel 4 nur den Produktautomaten konstruieren
und diesen auf Leerheit seiner Sprache testen.

Sei A = (Z, I, d, so, F ) ein deterministischer Automat. Sei

H(A) = {s ∈ Z | d∗(s, w) ∈ F für ein w ∈ I∗}

die Menge aller Zustände, die zu Endzuständen führen. Dann gilt offensichtlich:

L(A) 6= ∅ gdw. s0 ∈ H(A).

H(A) lässt sich folgermaßen iterieren:

H0 = F und Hi+1 = Hi ∪ {s ∈ Z | d(s, x) ∈ Hi für ein x ∈ I} sowie H(A) = Hm für das
kleinste m mit Hm+1 = Hm.

Nach Definition gilt: F = H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Hi ⊆ Hi+1 ⊆ · · · ⊆ Z. Da Z endlich ist,
können nur endlich viele dieser Inklusionen echt sein, so dass es m geben muss. Dann gilt
auch Hm+k = Hm für alle k ∈ N (einfache Induktion über k). Daraus folgt die gewünschte
Gleichheit. Denn mit Induktion über i ergibt sich Hi ⊆ H(A):

IA: H0 = F ⊆ H(A) wegen d∗(s, λ) = s ∈ F für alle s ∈ F.
IS: Hi+1 = Hi ∪ {s ∈ Z | d(s, x) ∈ Hi für ein x ∈ I}

⊆ H(A) ∪ {s ∈ Z | d(s, x) ∈ H(A) für ein x ∈ I}
= H(A) ∪ {s ∈ Z | d∗((d(s, x), w)) ∈ F für ein w ∈ I∗, x ∈ I}
= H(A) ∪ {s ∈ Z | d∗(s, xw) ∈ F für ein xw ∈ I∗}
⊆ H(A) ∪H(A) = H(A).

Insbesondere gilt Hm ⊆ H(A).

Betrachte umgekehrt s ∈ H(A). Dann gibt es w ∈ I∗ mit d∗(s, w) ∈ F. Das impliziert
s ∈ Hlength(w), wie eine einfache Induktion über den Aufbau von w ergibt. Daraus folgt
wie gewünscht: s ∈ Hlength(w) ⊆ Hm.
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6 Reguläre Sprachen und reguläre Ausdrücke

Neben dem Erkennen von Sprachen ist es interessant, ihre Kompositionalität
oder Modularität zu untersuchen. Dabei geht es darum, wie sich umfangreiche
und komplizierte Sprachen aus einfachen Bausteinen aufbauen lassen. Diese
Frage ist auch für die Entwicklung großer Spezifikationen und informations-
technischer Systeme von zentraler Bedeutung. Es zeigt sich, dass sich die von
endlichen Automaten erkannten Sprachen in besonders einfacher Weise mo-
dular aufbauen lassen.

Dieses Verhalten wird in vier Schritten verwirklicht. Im Abschnitt 6.1 wird zuerst eine
modulare Komposition von Sprachen eingeführt, die zu den sogenannten regulären Spra-
chen führt. Diese Komposition lässt sich auch auf der Ebene der endlichen Automaten
realisieren, so dass man für jede reguläre Sprache einen endlichen Automaten konstruieren
kann, der sie erkennt, was im Abschnitt 6.2 gezeigt wird. Im Abschnitt 6.3 wird dann in
einem nicht ganz einfachen Beiweis hergeleitet, dass jede von einem endlichen Automaten
erkannte Sprachen schon selbst regulär ist, sich also modular aufbauen lässt. Im Abschnitt
6.4 schließlich werden reguläre Ausdrücke eingeführt, die eine syntaktische Beschreibung
regulärer Sprachen liefern.

6.1 Reguläre Sprachen

Reguläre Sprachen lassen sich durch bestimmte Sprachoperationen aus kleinen, unzerleg-
baren Bausteinen modular aufbauen. Diese kleinsten Sprachmoduln sind die leere Men-
ge ∅, die einelementige Sprache {λ}, die das leere Wort enthält sowie die einelementige
Sprache {x} für jedes Wort x der Länge 1. Die aufbauenden Sprachoperationen sind die
Vereinigung, die Konkatenation und die Kleene-Hülle. Die Konkatenation zweier Spra-
chen L1 und L2 wird mit L1L2 bezeichnet und besteht aus allen Wörtern, die man erhält,
wenn man ein Wort der zweiten Sprache hinter ein Wort der ersten Sprache hängt, d.h.
L1L2 = {w1w2 | w1 ∈ L1, w2 ∈ L2}. Die Kleene-Hülle einer Sprache L wird mit L∗ be-
zeichnet und besteht aus allen Wörtern, die sich durch beliebig häufiges Aneinanderreihen
von Wörtern aus L konstruieren lassen, d.h. L∗ =

⋃

i∈N
Li mit L0 = {λ} und Li+1 = LiL.

Formal lässt sich die Klasse der regulären Sprachen wie folgt beschreiben:

Sei I ein endliches Alphabet. Dann ist die Klasse LREG(I) der regulären Sprachen über I
rekursiv definiert durch:

1. ∅, {λ}, {x} ∈ LREG(I) für x ∈ I,
2. L, L1, L2 ∈ LREG(I) impliziert L1 ∪ L2, L1L2, L

∗ ∈ LREG(I).

Die regulären Sprachen sind also vollständig modular aufgebaut.
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Beispiele

1. Das Alphabet I ist eine reguläre Sprache, da man es mittels Vereinigung aller Bau-
steine {x} (x ∈ I) erhält, d.h. I = ∪x∈I{x}. Mit der Operation der Kleene-Hülle
ergibt sich unmittelbar, dass die Menge aller Wörter über I ebenfalls regulär ist, d.h.
I∗ ∈ LREG(I). Da I endlich ist, erhält man auf die gleiche Weise für jede Teilmenge
M von I die Regularität von M und M∗. Insbesondere ist mit a ∈ I die Sprache La

aller Wörter, die nur aus a’s bestehen, regulär, d.h. La = {an | n ∈ N} ∈ LREG(I),
denn La = {a}∗.

2. Für alle b ∈ I ist die Sprache L2b = {b2n | n ∈ N} regulär, denn L2b = ({b}{b})∗, d.h.
L2b setzt sich mittels Konkatenation und Kleene-Hülle aus der regulären Sprache
{b} zusammen.

3. Die Sprache La2b = {aib2j | i, j ∈ N} ist regulär, denn La2b = LaL2b.
4. Die Regularität der Sprache La+ = {an | n ≥ 1} kann man sich an der Gleichheit

von La+ und {a}La klarmachen.
5. Die Sprache Leven(b) = {w ∈ {a, b}∗ | count(b, w) mod 2 = 0} ist regulär, denn es

gilt Leven(b) = La ∪ (La{b}La{b}La)
∗. Auf analoge Weise kann man die reguläre

Sprache Leven2(b) = {w ∈ I∗ | count(b, w) mod 2 = 0} konstruieren, nämlich
Leven2(a) = M∗ ∪ (M{b}M{b}M)∗ mit M = I \ {b}; denn nach Punkt 1 ist M∗

regulär.
6. Auch die Sprache Leven aller Wörter gerader Länge ist regulär, da sie sich mittels

(II)∗ definieren lässt.

6.2 Reguläre Sprachen werden von endlichen Automaten
erkannt

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass zu jeder regulären Sprache L ein endlicher Au-
tomat konstruiert werden kann, der L erkennt. Dabei werden zunächst endliche Auto-
maten für die Basisbausteine ∅, {λ} und {x} gebaut. Anschließend werden für beliebige
nichtdeterministische endliche Automaten A1 und A2 der Vereinigungsautomat A1 ∪ A2

und der Konkatenationsautomat A1 ◦ A2 konstruiert, wobei der erste die Vereinigung
der von A1 und A2 erkannten Sprachen erkennt und der zweite die Konkatenation, d.h.
L(A1 ∪ A2) = L(A1) ∪ L(A2) und L(A1 ◦ A2) = L(A1)L(A2). Zusätzlich wird aus einem
nichtdeterministischen endlichen Automaten A der Sternautomat A∗ für die Kleene-Hülle
konstruiert, d.h. L(A∗) = L(A)∗.

Die in Abbildung 4 gezeigten drei endlichen Automaten erkennen (a) die leere Menge
∅, (b) die Sprache {λ}, bzw. (c) die Sprache {x}. Somit erkennen diese Automaten die
kleinsten, unzerlegbaren Sprachmodule.

Seien A = (Z, I, d, s0, F ) und Ai = (Zi, I, di, s0i, Fi) (für i = 1, 2) nichtdeterministische
endliche Automaten. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass die
Zustandsmengen von A1 und A2 keine gemeinsamen Elemente enthalten, d.h. Z1∩Z2 = ∅.
(Ist dies nicht der Fall, können die Zustände von A2 so umbenannt werden, dass die
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(a)

s0

(b)

s1

(c)

s2 s3
x

Abbildung 4: Endliche Automaten für atomare Sprachen: (a) ∅ (b) {λ} (c) {x} mit x ∈ I

Eigenschaft erfüllt ist.)

Bildlich gesprochen erhält man den Vereinigungsautomaten A1∪A2, indem man die beiden
Automaten A1 und A1 nebeneinander setzt und ein neuer Startzustand s0 hinzugefügt
wird, von dem für jede Kante von s01 oder s02 eine neue mit derselben Markierung und
demselben Ziel gezogen wird. Befindet man sich demnach im neuen Startzustand s0,
können beim Lesen von x genau die Zustände besucht werden, die von s01 oder s02 durch
Lesen von x erreichbar sind.

Die Endzustände setzen sich aus allen Endzuständen der Automaten A1 und A2 zusam-
men, falls weder A1 noch A2 das leere Wort erkennen. Andernfalls wird s0 in die Menge
der Endzustände aufgenommen.

Folglich ist A1∪A2 = (Z1∪Z2∪{s0}, I, d, s0, F ) mit s0 /∈ Z1∪Z2, d = d1∪d2∪{(s0, x, s) |
(s0i , x, s) ∈ di, i = 1, 2} und

F =

{

F1 ∪ F2 ∪ {s0}, falls s0i ∈ Fi, i ∈ {1, 2}
F1 ∪ F2 sonst.

Der so konstruierte Automat erkennt die Sprache L(A1) ∪ L(A2). Jedes Wort w ∈ I∗ ist
genau dann in L(A1)∪L(A2) enthalten, wenn w ∈ L(Ai) ist für ein i ∈ {1, 2}. Ist w = λ,
gilt, dass w genau dann in L(A1)∪L(A2) enthalten ist, wenn s01 oder s02 ein Endzustand
ist. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn s0 Endzustand von A1 ∪ A2 ist, d.h.
λ ∈ L(A1∪A2). Andernfalls erhalten wir die Gleichheit von L(A1)∪L(A2) und L(A1∪A2)
aufgrund des folgenden Lemmas, das sich per vollständiger Induktion über den Aufbau
von Wörtern beweisen lässt.

Lemma 6.1
Für alle v ∈ I∗, x ∈ I gilt d∗(s0, vx) = d∗1(s01 , vx) ∪ d∗2(s02 , vx).

Denn ein Wort w ist genau dann in L(A1∪A2), wenn der Vereinigungsautomat nach dem
Lesen von w einen Endzustand s erreichen kann, d.h. s ∈ d∗(s0, w) mit s ∈ F . Da w 6= λ ist
und man nach Definition von A1∪A2 den Startzustand s0 kein zweites Mal besuchen kann,
muss s in F1∪F2 liegen. Gemäß Lemma 6.1 kann s ebenfalls von A1 oder A2 durch Lesen
von w erreicht werden, d.h. s ∈ d∗1(s01 , w)∪d

∗
2(s02, w) mit s ∈ F1∪F2. Nach Voraussetzung

sind die Zustandsmengen Z1 und Z2 disjunkt. Deshalb gilt für i = 1, 2, dass s genau dann
in d∗i (s0i , w) ist, wenn s ∈ F1 ist. Insgesamt bedeutet dies, dass w ∈ L(A1) ∪ L(A2) ist.

Der Konkatenationsautomat A1 ◦A2 setzt ebenfalls A1 und A2 nebeneinander. Der Start-
zustand ist s01 , und für jeden Endzustand s′ ∈ F1, jedes Zeichen x ∈ I und jeden Zustand
s ∈ d2(s02 , x) wird eine Kante von s′ zu s mit der Markierung x gezogen. Folglich gelangt
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man von s′ beim Lesen von x zu den Zuständen in A2, die beim Lesen von x von s02 er-
reichbar sind. Die Endzustände des Konkatenationsautomaten sind alle Endzustände von
A2, falls der Startzustand von A2 nicht in F2 liegt. Andernfalls werden alle Endzustände
von F1 dazugenommen, denn da in diesem Fall λ ∈ L2 ist, müssen alle Wörter aus L1

ebenfalls erkannt werden können.

Formal ist der Konkatenationsautomat von A1 und A2 der nichtdeterministische endliche
Automat A1◦A2 = (Z1∪Z2, I, d, s01, F ) mit d = d1∪d2∪{(s

′, x, s) | (s02 , x, s) ∈ d2, s
′ ∈ F1}

und

F =

{

F1 ∪ F2, falls s02 ∈ F2

F2 sonst.

Beim Abarbeiten eines Wortes v1v2 mit vi ∈ L(Ai) (i = 1, 2) gibt es die Möglichkeit
zunächst v1 zu lesen, indem A1 vom Startzustand s01 bis zu einem Endzustand s′ ∈
F1 durchlaufen wird. Falls v2 das leere Wort ist, wird v1v2 erkannt, da F den Zustand
s′ enthält. Andernfalls kann anschließend mittels Lesen des ersten Zeichens von v2 ein
Folgezustand s von s02 besucht werden. Das restliche Teilwort von v2 kann dann ausgehend
von s von dem Automaten A2 gelesen werden, so dass am Schluss ein Endzustand erreicht
wird.

Der Beweis der Gleichheit von L(A1)L(A2) und L(A1 ◦A2) basiert auf folgendem Lemma,
welches besagt, dass A1 ◦A2 ausgehend von jedem Endzustand in F1 die Arbeitsweise von
A2 simulieren kann.

Lemma 6.2
Für alle v ∈ I∗, x ∈ I, s ∈ F1 gilt d∗2(s02 , vx) ⊆ d∗(s, vx).

Der Sternautomat A∗ wird aus A konstruiert, indem ein neuer Startzustand s∗ geschaffen
wird, der auch gleichzeitig in die Menge der Endzustände aufgenommen wird, damit das
leere Wort erkannt werden kann. Von s∗ und jedem Endzustand s′ in F fügt man für
jeden Zustand s ∈ d(s0, x) eine mit x markierte Kante nach s ein. Somit kann man von
s∗ oder s′ beim Lesen von x genau die Zustände erreichen, die beim Lesen von x von s0
erreichbar sind.

Der Sternautomat A∗ ist folglich der nichtdeterministische endliche Automat

(Z ∪ {s∗}, I, d∗, s∗, F ∪ {s∗})

mit s∗ /∈ Z und d∗ = d ∪ {(s′, x, s) | (s0, x, s) ∈ d, s′ ∈ F ∪ {s∗}}.

Der Automat A∗ kann ein Wort der Form w1 · · ·wn (wi ∈ L(A) \ {λ} für i = 1, . . . , n
und n ∈ N) lesen, indem er das n-malige Durchlaufen von A simuliert. Ist n = 0, d.h.
w1 · · ·wn = λ, akzeptiert der Sternautomat w1 · · ·wn, da s∗ ein Endzustand ist. Andern-
falls nehmen wir an, dass A∗ das Wort w1 · · ·wn−1 erkennt, d.h nach Lesen von w1 · · ·wn−1

befindet sich A∗ in einem Endzustand. Von hier aus kann A∗ das Wort wn lesen, wobei
zuerst eine der neu eingefügten Kanten durchlaufen und danach genau wie in A weiter
gearbeitet wird.
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Aufgrund der obigen Überlegungen gilt, dass jede reguläre Sprache von von einem endli-
chen Automaten erkannt wird, was die Folmulierung des folgenden Theorems erlaubt.

Theorem 3
Sei L eine reguläre Sprache. Dann gibt es einen endlichen Automaten A mit L(A) = L.

Bezeichnet LAUT(I) die Klasse aller Sprachen über dem Alphabet I, die von endlichen
Automaten erkannt werden, so gilt demnach, dass die Klasse aller regulären Sprachen in
der Klasse der von endlichen Automaten erkannten Sprachen enthalten ist.

Korollar 4

LREG(I) ⊆ LAUT (I).

6.3 Regularität der von endlichen Automaten erkannten

Sprachen

Bemerkenswerterweise kann auch die Umkehrung nachgewiesen werden, so dass sich die
von endlichen Automaten erkannten Sprachen als regulär erweisen und somit aus den
atomaren Sprachmoduln allein durch endlich viele Vereinigungen, Konkatenationen und
Kleene-Hüllen-Bildungen aufgebaut werden können.

Theorem 5
Sei A = (Z, I, d, s0, F ) ein endlicher Automat. Dann ist L(A) regulär.

Beweis.
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann Z = {1, . . . , n} und s0 = 1 angenommen
werden. Dann ist für i, j ∈ Z und k ∈ N die Sprache Lk

i,j aller Wörter, die im Zustands-
graphen von i nach j führen, ohne zwischendurch Zustände jenseits von k zu besuchen,
definiert als:

Lk
i,j = {w ∈ I∗ | j ∈ d∗(i, w), d∗(i, u) ⊆ {1, . . . , k} für alle u mit w = uv, w 6= u 6= λ}.

Mit Induktion über k kann gezeigt werden, dass Lk
i,j für alle i, j ∈ Z und k ∈ N regulär

ist.

IA: Für k = 0 und i 6= j enthält Lk
i,j die Eingaben, die direkt von i nach j führen,

weil alle Zustände jenseits von 0 liegen und deshalb nicht besucht werden dürfen.
D.h. L0

i,j = {x ∈ I | j ∈ d(i, x)}. Diese Sprache ist entweder leer oder die endliche
Vereinigung von atomaren regulären Sprachen und deshalb selbst regulär.

Für k = 0 und i = j gehört in jedem Fall noch λ zur Sprache, d.h. L0
i,i = {λ}∪{x ∈

I | i ∈ d(i, x)}, was sich analog als regulär erweist, weil {λ} regulär ist.

IV: Als Induktionsvoraussetzung wird von der Regularität von Lk
i,j für alle i und j

ausgegangen.
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IS: Betrachte nun im Induktionsschluss Lk+1
i,j bzw. ein Element w daraus. Dieses Wort

induziert einen Weg von i nach j im Zustandsgraph. Sei l0 · · · lp die durchlaufene
Sequenz von Zuständen mit i = l0 und j = lp. Kommt der Zustand k + 1 gar nicht
in l1 · · · lp−1 vor, so liegt w in Lk

i,j . Ansonsten kommt der Zustand k+1 m-mal darin
vor mit 0 < m < p, so dass die Sequenz folgende Form hat:

l0 · · · lp1−1(k + 1)lp1+1 · · · lp2−1(k + 1) · · · (k + 1)lpm+1 · · · lp,

wobei p1 < p2 < · · · < pm die Stellen sind, wo k + 1 auftritt. Insbesondere
kommt in den Abschnitten l1 · · · lp1−1, lp1+1 · · · lp2−1, . . . , lpm+1 · · · lp−1 der Zustand
k + 1 nicht vor, sondern nur die Zustände 1, . . . , k. Es stellt sich also heraus, dass
w = w0w1 . . . wm für Wörter w0 ∈ Lk

i,k+1, w1, . . . , wm−1 ∈ Lk
k+1,k+1 und wm ∈ Lk

k+1,j,

d.h. w ∈ Lk
i,k+1(L

k
k+1,k+1)

∗Lk
k+1,j. Damit ist gezeigt, dass

Lk+1
i,j ⊆ Lk

i,j ∪ Lk
i,k+1(L

k
k+1,k+1)

∗Lk
k+1,j.

Nach Definition von Lk
i,j gilt auch die umgekehrte Inklusion, so dass insgesamt

Lk+1
i,j = Lk

i,j ∪ Lk
i,k+1(L

k
k+1,k+1)

∗Lk
k+1,j

folgt. Nach Induktionsvoraussetzung sind Lk
i,j , L

k
i,k+1, L

k
k+1,k+1 und Lk

k+1,j regulär,
so dass auch die Kleene-Hülle der dritten Sprache und die Konkatenation mit den
anderen beiden Sprachen sowie die Vereinigung mit der ersten Sprache regulär sind.
Also ist Lk+1

i,j regulär, was zu zeigen war.

Die Sprachen Lk
i,j sind also für alle i, j ∈ Z und k ∈ N regulär. Die von A erkannte Sprache

ist eine Vereinigung endlich vieler dieser Sprachen, denn es gilt L(A) =
⋃

j∈F

Ln
1,j . Somit ist

auch L(A) regulär, wie behauptet. ⊓⊔

6.4 Reguläre Ausdrücke

Reguläre Ausdrücke sind, analog zu arithmetischen Ausdrücken, aus Konstanten, Opera-
tionen und Klammern aufgebaute Zeichenketten, die einen Wert beschreiben. Der Wert
soll in diesem Fall allerdings keine Zahl sein, sondern eine Sprache. Demzufolge müssen
die Konstanten möglichst einfache Sprachen repräsentieren und die Operationen müssen
es erlauben, aus diesen Sprachen komplexere zu bilden.

In der einen oder anderen Form dürften reguläre Ausdrücke den meisten schon einmal
über den Weg gelaufen sein, da sie in Editoren mit komfortablen Suchfunktionen und in
UNIX-Kommandos wie z.B. grep, find und sed Verwendung finden.

Sei I ein Alphabet mit lambda, empty,+, ◦, ∗, (, ) /∈ I. Die Menge REX (I) der regulären
Ausdrücke über I ist rekursiv definiert durch:
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(i) empty , lambda ∈ REX (I),
(ii) I ⊆ REX (I) und
(iii) für alle r, r1, r2 ∈ REX (I) sind auch die Wörter (r1 + r2), (r1 ◦ r2) und (r∗) in

REX (I).

Jedem regulären Ausdruck r über I wird wie folgt eine Sprache L(r) zugeordnet:

(i) L(empty) = ∅, L(lambda) = {λ} und L(x) = {x} für alle x ∈ I,
(ii) für alle r, r1, r2 ∈ REX (I) sei

(1) L((r1 + r2)) = L(r1) ∪ L(r2),
(2) L((r1 ◦ r2)) = L(r1)L(r2) = {w1w2 | w1 ∈ L(r1), w2 ∈ L(r2)} und
(3) L((r∗)) = L(r)∗ = {w1 · · ·wn | w1, . . . , wn ∈ L(r), n ∈ N}.

Bemerkungen

1. Nach der Interpretation regulärer Ausdrücke steht + für die Vereinigung zweier
Sprachen, ◦ für deren Konkatenation und ∗ für die Iteration einer Sprache. Die Ver-
wendung der Symbole + und ◦ für Vereinigung und Konkatenation hat einen guten
Grund: Abstrakt gesehen, verhalten sich diese Operationen wie Addition und Mul-
tiplikation (genauer gesagt, die Menge der Wörter bildet mit diesen Operationen
einen Semiring). Dabei ist ∅ das neutrale Element der Addition (die “Null”) und
{λ} ist das der Multiplikation (die “Eins”). Wie gewohnt ergibt die Multiplikation
mit Null immer Null: ∅L = ∅ = L∅. Beide Operationen sind offenbar assoziativ,
aber nur die Vereinigung ist auch kommutativ, denn L1L2 ist natürlich im allgemei-
nen nicht dasselbe wie L2L1. Wie man sich leicht überzeugen kann, gelten auch die
Distributivgesetze: L(L1 ∪ L2) = LL1 ∪ LL2 und (L1 ∪ L2)L = L1L ∪ L2L. Damit
sind alle Zutaten beisammen, die man für einen Semiring benötigt (zu einem “ech-
ten” Ring fehlen die inversen Elemente bezüglich der Addition). Übrigens hat auch
der Kleene-Stern einige interessante Eigenschaften. Insbesondere ist er idempotent,
L∗∗ = L∗, was praktisch direkt aus der Definition folgt.

2. Um reguläre Ausdrücke übersichtlicher zu machen, wird üblicherweise von der Kon-
vention Gebrauch gemacht, dass ∗ stärker bindet als ◦ und dies wiederum stärker
als +. Klammern, die nach dieser Konvention (oder der Assoziativität von + und
◦) zur Vermeidung von Mehrdeutigkeiten unnötig sind, können weggelassen werden.
Außerdem lässt man das Symbol ◦ oft weg, analog zur Schreibweise bei arithmeti-
schen Ausdrücken, wo man ja auch oft xy für x · y schreibt. Demnach kann man
beispielsweise statt (((a ◦ b)∗) ◦ (c ◦ (c∗))) auch kurz (ab)∗cc∗ schreiben.

3. Gelegentlich wird in der Literatur ein regulärer Ausdruck r angegeben, wenn eigent-
lich L(r) gemeint ist, sofern dies aus dem Kontext genügend klar hervorgeht. Dies
sollte aber nicht darüber hinwegtäuschen, dass r und L(r) zwei grundverschiedene
Dinge sind: r ist eine Zeichenkette, während L(r) eine Sprache ist.

Aus der Definition der regulären Ausdrücke und ihrer Interpretation sowie der Definition
der regulären Sprachen folgt unmittelbar, dass eine Sprache L ⊆ I∗ genau dann regulär
ist, wenn es einen regulären Ausdruck r ∈ REX (I) mit L = L(r) gibt. Reguläre Ausdrücke
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stellen somit einen weiteren Formalismus neben endlichen Automaten dar, um reguläre
Sprachen zu spezifizieren. Formal gilt:

LREG(I) = LAUT (I) = LREX (I),

wobei LREX (I) = {L(r) | r ∈ REX (I)} alle durch Interpretation der regulären Ausdrücke
über I erhaltenen Sprachen enthält.
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7 Pumping-Lemma für erkannte Sprachen

Endliche Automaten haben als Modellierungskonzept viele brauchbare Eigen-
schaften: Ihre Sprache lässt sich schnell erkennen, sie besitzen neben der gra-
phisch-visuellen auch eine textuell-kompositionelle Beschreibung, und sie er-
lauben automatische Korrektheitsbeweise. Sie wären ein ideales Modellierungs-
instrument, wenn es nicht vieles Interessante gäbe, was mit ihnen nicht model-
liert werden kann. Um das einsehen zu können, soll zunächst eine Eigenschaft
aller von endlichen Automaten erkannten Sprachen bewiesen werden. Wenn es
eine Sprache gibt, die diese Eigenschaft nicht hat, so gibt es demnach keinen
endlichen Automaten, der sie erkennt.

Es wird ein Pumping Lemma gezeigt, das aussagt, dass genügend lange Wörter einer
von einem endlichen Automaten erkannten Sprache ein Teilwort besitzen, das beliebig oft
wiederholt werden kann, ohne dass man dabei die Sprache verlässt.

Theorem 6 (Erstes Pumping-Lemma)
Sei L eine von einem endlichen Automaten erkannte Sprache.

Dann existiert eine natürliche Zahl p ∈ N derart, dass jedes Wort w ∈ Lmit length(w) ≥ p
zerlegt werden kann in drei Teilwörter w = xyz mit length(xy) ≤ p und length(y) > 0
und dass xyiz ∈ L ist für alle i ≥ 0.

Beweis.
Nach Voraussetzung existiert ein Automat A = (Z, I, d, s0, F ), der L erkennt. Wähle dann
p als Anzahl der Zustände von A (p = #Z). Gibt man nun ein Wort w = x1 · · ·xn ∈ L
(xi ∈ I) mit n ≥ p in A ein, so erhält man durch buchstabenweises Abarbeiten eine Folge
s0 · · · sn von Zuständen mit der Eigenschaft

si ∈ d(si−1, xi) für i = 1, . . . , n.

Wegen n ≥ p gibt es unter den ersten p+1 Zuständen s0, . . . , sp zwei gleiche, etwa sj = sk
mit 0 ≤ j < k ≤ p. Das liefert die gewünschte Zerlegung von w, denn mit x = x1 · · ·xj

kommt man von s0 nach sj, mit y = xj+1 · · ·xk von sj nach sk = sj , was man dann aber
auch immer wiederholen oder auslassen kann, und von sk gelangt man mit z = xk+1 · · ·xn

nach sn ∈ F . Insgesamt erreicht man also mit den Wörtern xyiz für i ≥ 0 von s0 den
Endzustand sn. Das aber bedeutet gerade xyiz ∈ L, wie behauptet.

Nach Konstruktion ist length(xy) = k ≤ p und length(y) = k − j > 0. ⊓⊔

Beispiel: Anwendung des Pumping-Lemmas

1. Das Pumping-Lemma kann benutzt werden, um zu zeigen, dass eine Sprache von
keinem endlichen Automaten erkannt wird.
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Betrachte die Sprache Lbalance = {anbn | n ∈ N}. Angenommen, sie wird von einem
endlichen Automaten erkannt. Sei dann p ∈ N die Konstante aus dem Pumping-
Lemma, und wähle w = apb p ∈ Lbalance . Nach dem Pumping-Lemma kann w in
drei Teilwörter w = xyz mit length(xy) ≤ p und y 6= λ zerlegt werden, so dass
xyiz ∈ Lbalance für alle i ∈ N. Das Teilwort y liegt somit in der ersten Hälfte von w,
d.h. y = ak für ein k > 0. Dies kann nicht sein, denn xy0z = xz = ap−kb p /∈ Lbalance

für k 6= 0. Also gibt es keine Zerlegung von w mit den geforderten Eigenschaften,
was bedeutet, dass die Annahme falsch gewesen sein muss.

2. Analog kann gezeigt werden, dass die Sprache L′ = {w ∈ {a, b}∗ | counta(w) =
countb(w)} von keinem endlichen Automaten erkannt werden kann. Intuitiv liegt
das daran, dass beim Abarbeiten eines Eingabewortes eine beliebig große Differenz
zwischen der Anzahl der gelesenen a’s und der der b’s entstehen kann, aber in den
endlich vielen Zuständen eines endlichen Automaten kann maximal nur eine be-
schränkt große Differenz gespeichert werden.
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8 Syntax von Programmiersprachen und Syntax-

analyse

Mit Hilfe des Pumping Lemmas wurde im vorigen Abschnitt gezeigt, dass schon einfach-
ste Klammerstrukturen mit n öffnenden Klammern (repräsentiert durch a) gefolgt von
n schließenden Klammern (repräsentiert durch b) für beliebige n ∈ N nicht von endli-
chen Automaten erkannt werden können. Das ist auch anschaulich klar. Denn beim Lesen
von links nach rechts kann sich ein endlicher Automat mit seiner beschränkten Zahl von
Zuständen nur beschränkt viele öffnende Klammern merken, während das Eingabewort
beliebig viele enthalten kann, so dass später kein Vergleich mehr mit der Zahl der schlie-
ßenden Klammern möglich ist. Da Klammerstrukturen in praktisch allen Programmier-
sprachen vielfältig vorkommen, für die dann eine analoge Beweisführung möglich ist wie
für die einfachen Klammerstrukturen, stellt sich heraus, dass Programme von Program-
miersprachen in der Regel nicht durch endliche Automaten erkannt werden können.

Wer ein Programm in einer Programmiersprache X schreiben möchte, wählt sich häufig
einen Texteditor Y aus und erstellt mit dessen Hilfe eine bestimmte Zeichenkette, die
dann als Eingabe für den Compiler von X dient. Dies ist in Abbildung 5 skizziert.

Texteditor -
Zeichenkette

als Quellprogramm
Compiler -

Zielprogramm

Abbildung 5: Erstellung eines Programms

Man kann nicht erwarten, dass jeder Text, der mit dem Editor Y entstehen kann, bereits
ein Programm in X ist. Denn mit einem Texteditor lassen sich in der Regel beliebi-
ge Zeichenketten aufbauen, während ein Programm eine bestimmte Form haben muss.
Zeichenketten jedoch, die keine Programme sind, wird der Compiler als unübersetzbar
zurückweisen. Woher weiß aber eine Programmiererin oder ein Programmierer, wie die
Zeichenkette aussehen muss, um ein Programm zu sein? Wie findet der Compiler heraus,
ob irgendeine Zeichenkette ein übersetzbares Programm darstellt?

Die Form von Programmen einer Programmiersprache wird durch ihre Syntax festgelegt.
Die Syntaxdefinition macht meist äußerst restriktive Vorschriften über die Anordnung
und Plazierung von Zeichen, damit eine Zeichenkette ein syntaktisch richtiges Programm
ist. Eine Person, die ein Programm mit Hilfe eines Texteditors erstellen will, sollte die
Syntax recht gut kennen, weil andernfalls sicherlich häufig Syntaxfehler auftreten. Der
Compiler dagegen übersetzt die eingegebene Zeichenkette in ein Zielprogamm, falls die
Eingabe ein syntaktisch korrekt gebildetes Programm ist. Um das festzustellen, besitzen
Compiler eine Syntaxanalyse-Komponente, die diese Aufgabe übernimmt.

Bei der Syntaxanalyse wird für eingegebene Zeichenketten untersucht, ob sie Programme
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sind oder nicht. Im positiven Fall wird außerdem der syntaktische Aufbau ermittelt, weil
diese Information bei der weiteren Übersetzung maßgeblich genutzt wird. Im negativen
Fall werden meist noch Hinweise auf Syntaxfehler gegeben. Die Trennung in “richtige” und
“falsche” Zeichenketten ist in der Regel das entscheidende algorithmische Problem, weil
bei der Lösung die zusätzlichen Informationen ohne allzu große Mühe nebenbei gewonnen
werden können.

Die syntaktisch richtigen Programme einer Programmiersprache bilden als Menge von
Zeichenketten eine “formale Sprache”. Solche Zeichenkettenmengen sind Gegenstand der
Untersuchung in der Theorie formaler Sprachen, die Konzepte für die syntaktische Defi-
nition formaler Sprachen bereitstellt und Methoden liefert, um die Eigenschaften forma-
ler Sprachen analysieren zu können. Zu den wichtigsten Anwendungsfeldern der Theorie
formaler Sprachen gehören die Syntaxdefinition von Programmiersprachen und die Syn-
taxanalyse. Die Schlüsselfrage der Syntaxanalyse, ob eine Zeichenkette ein Programm ist
oder nicht, wird auch Wortproblem genannt. Betrachtet man die Menge aller richtigen
Programme als formale Sprache, dann besteht das Problem darin, ob eine Zeichenkette in
der Sprache liegt oder nicht. Da die Lösung des Wortproblems eine zentrale Rolle bei der
Implementierung von Programmiersprachen spielt, aber keineswegs immer auf der Hand
liegt, zieht sich die Behandlung des Wortproblems wie ein roter Faden durch die Theorie
formaler Sprachen.

Aber erst einmal zurück zur Syntaxdefinition. Eine grundlegende Weise, formale Sprachen,
einschließlich Programmiersprachen, zu spezifizieren, besteht darin, die übliche Art der
Begriffsbildung (unter dem und dem versteht man das und das) in formalisierter Form zu
nutzen. Einem zu definierenden, also noch undefinierten, syntaktischen Konstrukt wird
ein definierender Ausdruck zugeordnet. Beides zusammen bildet eine Syntaxregel, das
(noch) Undefinierte wird linke, das Definierende rechte Regelseite genannt. Der definie-
rende Ausdruck der rechten Seite ist eine Zeichenkette, die rekursiv auch wieder unde-
finierte Konstrukte enthalten darf. Ist das noch Undefinierte der linken Seite durch ein
einziges Zeichen dargestellt, spricht man von einer kontextfreien Regel. Die Syntaxdefini-
tion einer Programmiersprache besteht in einem ersten Anlauf meist in der Angabe von
kontextfreien Regeln, die dann später um Syntaxteile ergänzt werden, die sich nicht durch
kontextfreie Regeln ausdrücken lassen.

Der kontextfreie Anteil der Syntax von Programmiersprachen wird häufig in der soge-
nannten Backus-Naur-Form geschrieben, wobei die kontextfreien Regeln als linke Seiten
nichtterminale Zeichen, die zu definierende syntaktische Konstrukte der Sprache benen-
nen, und als rechte Seiten Zeichenketten aus terminalen und nichtterminalen Zeichen
besitzen. Die rechten Seiten zur selben linken Seite werden als Alternativen nebeneinan-
dergestellt, durch einen senkrechten Strich voneinander getrennt. Linke und rechte Seiten
werden durch das Trennzeichen “::=” auseinandergehalten. Nichtterminale Zeichen sind
in spitze Klammern eingeschlossen.

Für die Beschreibung der Form von Programmen – oder wie man auch sagt: ihrer Syntax –
werden also andere Mittel gebraucht. Sehr häufig werden dafür kontextfreie Grammatiken
verwendet, die in ähnlicher Form auch für die grammatikalische Beschreibung natürlicher
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Sprachen eingesetzt werden. In diesem Abschnitt werden solche Grammatiken motiviert
und informell eingeführt. Die formale Behandlung folgt dann in den folgenden Abschnit-
ten.

Um das Prinzip zu illustrieren, sollen Boolesche Ausdrücke einfacher Art beschrieben wer-
den. Ein solcher Ausdruck kann eine der Booleschen Konstanten true oder false sein, eine
Boolesche Variable, ein negierter Boolescher Ausdruck oder die Komposition zweier Boo-
lescher Ausdrücke durch einen Booleschen Operator. In den beiden letzten Fällen werden
jeweils Klammern verwendet, damit Anfang und Ende der Ausdrücke eindeutig festgelegt
sind. Neben den zu definierenden Ausdrücken sind auch die Variablen ein syntaktisches
Konstrukt, das definiert werden muss. Der Einfachheit halber geschieht das durch jeweils
ein ′′b′′ gefolgt von einer Ziffernfolge. Desweiteren sind Boolesche Operatoren und Ziffern-
folgen sowie Ziffern als syntaktische Konstrukte eingeführt und definiert. Die folgenden
Syntaxregeln reflektieren die verbale Beschreibung:

< boolexp >::= true | false | < var > |
(¬ < boolexpr >) | (< boolexpr >< boolop >< boolexpr >)
< boolop >::= ∧ | ∨ | ⇒| ⇔
< var >::= b < cipherseq >
< cipherseq >::=< cipher > | < cipher >< cipherseq >
< cipher >::= 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9

Die Regeln können zum Aufbau syntaktisch korrekter Boolescher Ausdrücke benutzt wer-
den, indem mit dem nichtterminalen Zeichen < boolexpr > begonnen und dann nach und
nach in den aktuellen Zeichenketten je ein nichtterminales Zeichen durch eine zugehörige
rechte Regelseite ersetzt wird, bis keine nichtterminalen Zeichen mehr vorkommen. Ein
Beispiel dafür ist:

< boolexp >→ (< boolexpr >< boloop >< boolexpr >)
→ (< boolexpr > ⇔ < boolexpr >)
→ (< boolexpr > ⇔ true)
→ ((< boolexpr >< boloop >< boolexpr >) ⇔ true)
→ ((< boolexpr > ∨ < boolexpr >) ⇔ true)
→ ((< boolexpr > ∨ (¬ < boolexpr >)) ⇔ true)
→ ((< var > ∨ (¬ < boolexpr >)) ⇔ true)
→ ((< var > ∨ (¬ < var >)) ⇔ true)
→ ((b < cipherseq > ∨ (¬ < var >)) ⇔ true)
→ ((b < cipherseq > ∨ (¬ b < cipherseq >)) ⇔ true)
→ ((b < cipher > ∨ (¬ b < cipherseq >)) ⇔ true)
→ ((b < cipher > ∨ (¬ b < cipher >)) ⇔ true)
→ ((b < cipher > ∨ (¬ b 0)) ⇔ true)
→ ((b 0 ∨ (¬ b 0)) ⇔ true)

Wie dieses Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten lassen sich alle Booleschen Ausdrücke
mit Hilfe der Regeln herleiten.
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9 Kontextfreie Grammatiken

Die im vorigen Abschnitt erläuterte Art, Zeichenketten einer bestimmten Form durch
Syntaxregeln festzulegen, wird hier mit dem Konzept kontextfreier Grammatiken und
ihrer erzeugten Sprachen formal definiert.

9.1 Definition kontextfreier Grammatiken

Eine kontextfreie Grammatik besteht aus endlich vielen Regeln, die in der Literatur oft
auch Produktionen genannt werden. Eine kontextfreie Regel hat die Form A ::= u, wobei
A ein nichtterminales Zeichen ist und u ein Wort, das aus nichtterminalen und terminalen
Zeichen zusammengesetzt sein kann. Außerdem gibt es ein nichtterminales Startsymbol.

1. Eine kontextfreie Grammatik ist ein System G = (N, T, P, S), wobei N eine Menge
nichtterminaler Zeichen, T eine Menge terminaler Zeichen, P eine endliche Menge
kontextfreier Produktionen und S ∈ N ein Startsymbol ist. Dabei ist eine kontext-
freie Produktion (Regel) ein Paar (A, u) ∈ N × (N ∪ T )∗, das meist als A ::=u
geschrieben wird.

2. Das Zeichen A wird linke Seite, die Zeichenkette u rechte Seite von p genannt.
Zur Abkürzung können mehrere Produktionen A ::= u1, . . . , A ::=uk (k ≥ 2) mit
derselben linken Seite zu A ::=u1 | · · · | uk zusammengefasst werden.
Soweit nichts anderes gesagt wird, nimmt man an, dass kein nichtterminales Zeichen
gleichzeitig terminal ist, d.h. N ∩ T = ∅.

9.2 Ableitungsprozess

Produktionen werden auf Zeichenketten angewendet indem man in einer Zeichenkette ein
Zeichen sucht, das die linke Seite einer Produktion ist, und es durch die rechte Seite
ersetzt.

1. Seien w,w′, x, y, u, v ∈ (N ∪ T )∗. Dann wird w′ aus w direkt durch Anwendung der
Produktion p = (A ::= u) abgeleitet, falls w = xAy und w′ = xuy. In diesem Falle
wird w−→

p
w′ geschrieben.

Die Anwendung einer Produktion wird direkte Ableitung genannt. Ist P eine Menge
von Produktionen und p ∈ P , so kann man statt w−→

p
w′ auch w−→

P
w′ schreiben.

2. Die Iteration direkter Ableitungen ergibt das Konzept der Ableitung :

w0−→
p1

w1−→
p2

· · ·−→
pn

wn

für w0, . . . , wn ∈ (N ∪ T )∗ und Produktionen p1, . . . , pn (n ≥ 1). Stammen alle
angewendeten Produktionen aus P , so kann man die obige Ableitung auch schreiben
als w0−→

P
· · ·−→

P
wn oder w0

n
−→
P

wn. Für manche Zwecke ist es sinnvoll, auch Null-

ableitungen zuzulassen: w
0

−→
P

w für alle w ∈ (N ∪ T )∗. Statt w
n

−→
P

w′ für n ∈ N
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darf auch w
∗

−→
P

w′ geschrieben werden. Außerdem kann man bei Ableitungen und

direkten Ableitungen das Subskript P weglassen, wenn die Produktionsmenge aus
dem Kontext klar ist.

9.3 Erzeugte Sprache

Der Ableitungsprozess bildet die operationelle Semantik, die durch eine Produktionsmen-
ge syntaktisch beschrieben ist. Betrachtet man diejenigen Zeichenketten, die aus dem
Startsymbol einer kontextfreien Grammatik G = (N, T, P, S) ableitbar sind und nur aus
terminalen Zeichen bestehen, so erhält man auf der Basis des Ableitungsprozesses eine
erzeugte Sprache.

Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Dann enthält die von G erzeugte
Sprache alle mit Produktionen in P aus dem Startsymbol S ableitbaren terminalen Zei-
chenketten:

L(G) = {w ∈ T ∗ | S
∗

−→
P

w}.

Auf diese Weise stellen kontextfreie Grammatiken ein syntaktisches Instrument dar, um
formale Sprachen zu spezifizieren, die dann entsprechend kontextfreie Sprachen genannnt
werden. Ausführliche Darstellungen von kontextfreien Grammatiken findet man in prak-
tisch jedem Buch über formale Sprachen (siehe auch Kapitel 26 über Anmerkungen zur
Literatur).

9.4 Beispiele

1. Mit der Produktion S ::= aS lässt sich das Zeichen a hochzählen:

S → aS → a2S → · · · → anS.

Entsprechend kann man mit S ::= akS (k ∈ N) ein Vielfaches von k hochzählen.
Terminieren lässt sich dieser Vorgang mit S ::=λ, so dass

L(({S}, {a}, {S ::= akS | λ}, S)) = {an·k | n ∈ N}.

2. Auch das getrennte Zählen zweier (bzw. mehrerer) Größen ist kein Problem. Sei
Tl = {a1, . . . , al} (l ≥ 1), Nl = {S} ∪ {A1, . . . , Al} und Pl = {S ::=A1 · · ·Al} ∪
{Ai ::= aiAi | i = 1, . . . , l} ∪ {Ai ::= λ | i = 1, . . . , l}.
Dann gilt:

L((Nl, Tl, Pl, S)) = {an1

1 · · · anl

l | ni ≥ 0, i = 1, . . . , l}.

3. Fast genauso einfach ist es, zwei Größen gleichzeitig hochzuzählen:

L(({S}, {a, b}, {S ::= aSb | λ}, S)) = {anbn | n ∈ N}.

Es erweist sich also als ausgesprochen einfach, Klammerausdrücke, an denen endliche
Automaten scheitern, durch eine kontextfreie Grammatik zu spezifizieren.
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4. Auch kompliziertere Klammerausdrücke mit mehreren Klammern, die nicht nur in-
einander, sondern auch nebeneinander gesetzt werden können, wie das in Program-
miersprachen üblich ist, lassen sich kontextfrei spezifizieren.
Seien (a1, b1), . . . , (ak, bk) k Klammerpaare und Tbracket = {a1, . . . ak} ∪ {b1, . . . , bk}.
Dann erzeugt die kontextfreie Grammatik Gbracket = ({S}, Tbracket , Pbracket , S) mit
den Produktionen

S ::=SS | aibi | aiSbi für i = 1, . . . , k

alle Klammerstrukturen mit den gegebenen Klammerpaaren.
Für die Klammerpaare [,] und <,> lässt sich beispielsweise folgende Struktur ab-
leiten:

S → SS → S[S] →< S > [S] →< SS > [S] →< []S > [S] →
< []S > [<>] →< [][] > [<>]
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10 Übersetzung endlicher Automaten in rechtslineare

Grammatiken

Kontextfreie Grammatiken können nicht nur Sprachen erzeugen, die endliche Automa-
ten nicht erkennen, sondern stellen selbst eine Verallgemeinerung endlicher Automaten
dar. Genauer gesagt, lässt sich ein Übersetzer von endlichen Automaten in kontextfreie
Grammatiken angegeben, bei dem im Prinzip nur die Zustandsüberführung in Regelform
umgewandelt wird. Es wird gezeigt, dass der Übersetzer korrekt ist, d.h. dass der einge-
gebene Automat die Sprache erkennt, die die ausgegebene Grammatik erzeugt.

Die bei der Übersetzung entstehenden Regeln haben eine spezielle Form, die rechtslinear
genannt wird.

Theorem 7
Sei A = (Z, I, d, s0, F ) ein endlicher Automat. Dann wird durch GRA(A) = (Z, I, PA, s0)
mit

PA = {s ::=xs′ | s′ ∈ d(s, x)} ∪ {s′′ ::= λ | s′′ ∈ F}

eine rechtslineare Grammatik konstruiert, so dass gilt: L(A) = L(GRA(A)).

Diese Übersetzung (einschließlich der semantischen Verträglichkeit) lässt sich mit dem
Diagramm in Abbildung 6 illustrieren.

translator

recognizer generator

- -

? ?

? ?

=

A GRA(A)

L(A) L(GRA(A))

Abbildung 6: Korrekte Übersetzung endlicher Automaten in rechtslineare Grammatiken

Beweis.
Da GRA(A) offensichtlich eine rechtslineare Grammatik ist, muss nur die
Sprachgleichheit gezeigt werden. Dazu wird ein Zusammenhang zwischen der fortgesetz-
ten Zustandsüberführung von A und den Ableitungen von GRA(A) im anschließenden
Lemma 8 hergestellt. Die behauptete Sprachgleichheit folgt dann vergleichsweise einfach:

w ∈ L(A) bedeutet d∗(s0, w)∩F 6= ∅, d.h. es gibt einen Zustand s′ ∈ F mit s′ ∈ d∗(s0, w).
Nach Definition der Regeln und Lemma 8 ist das gleichbedeutend zu s′ ::= λ ∈ PA und
s0

∗
−→
PA

ws′. Daraus lässt sich die Ableitung s0
∗

−→
PA

ws′ −→
s′ ::=λ

wλ = w zusammensetzen. Die

Ableitung s0
∗

−→
PA

w liefert aber gerade w ∈ L(GRA(A)).
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Umgekehrt zerfällt eine Ableitung der Form s0
∗

−→
PA

w immer in Ableitungen s0
∗

−→
PA

ws′

und ws′ −→
s′ ::=λ

w, weil das die einzige Möglichkeit zum Terminieren ist. Damit lässt sich

die gesamte Überlegung auch umdrehen. ⊓⊔

Lemma 8
Seien A und GRA(A) wie in Theorem 7.

Dann gilt für alle s, s′ ∈ Z und w ∈ I∗: s
∗

−→
PA

ws′ gdw. s′ ∈ d∗(s, w).

Beweis (mit Induktion über die Länge von w).

IA (für w = λ):

s
∗

−→
PA

λs′ = s′ gdw. s = s′ gdw. s′ ∈ {s} = d∗(s, λ),

wobei in der zweiten Äquivalenz die Definition von d∗ ausgenutzt wird und bei der
ersten die Tatsache, dass jede Regelanwendung in GRA(A) ein terminales Zeichen
erzeugt oder das nichtterminale löscht.

IV: Die Behauptung gelte für w ∈ I∗.

IS (für wx mit w ∈ I∗ und x ∈ I):

Eine Ableitung der Form s
∗

−→
PA

wxs′ zerfällt immer in zwei Ableitungen der Form

s
∗

−→
PA

ws̄ und ws̄ −→
s̄ ::=xs′

wxs′, weil nur Regeln der Form s̄ ::= xs′ Wörter verlängern

und weil das nur am rechten Ende geschehen kann. Nach der Induktionsvorausset-
zung korrespondiert die Ableitung s

∗
−→
PA

ws̄ zu s̄ ∈ d∗(s, w). Die im Ableitungsschritt

angewendete Regel korrespondiert zu s′ ∈ d(s̄, x). Beides zusammen bedeutet nach
Definition von d∗ gerade s′ ∈

⋃

t∈d∗(s,w)

d(t, x) = d∗(s, wx). ⊓⊔
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11 Kellerautomaten

Die Erkennung von Sprachen durch endliche Automaten ist angemessen schnell, aber in
ihrem Anwendungsspektrum ziemlich eingeschränkt, weil ein endlicher Automat während
des Abarbeitens eines Eingabewortes nur eine beschränkte Zahl von Informationen spei-
chern kann, die durch die Zustände vorgegeben ist. Insbesondere kann nur bis zu einer
Schranke gezählt werden, und nur beschränkte Abschnitte des Eingabewortes können für
spätere Vergleiche aufgehoben werden. Um dagegen eine Sprache wie

Lbalance = {anbn | n ∈ N}

zu erkennen, muss man unbeschränkt zählen können. Oder um das Wortproblem von

Lpalindrom = {w ∈ T ∗ | w = trans(w)}

zu lösen, ist es nötig, die erste Hälfte des Wortes zwischenzuspeichern, damit sie mit der
zweiten Hälfte des Wortes verglichen werden kann.1

Um die Technik des Erkennens endlicher Automaten beibehalten zu können, aber gleich-
zeitig auch in der Lage zu sein, mitzuzählen und sich beliebige Teile des gelesenen Wortes
zu merken, werden die endlichen Automaten um einen Keller (Stapel, stack) als zweites
Speichermedium erweitert. Ein Zustandsübergang wird dann auch vom obersten Keller-
symbol abhängig gemacht, das dabei durch eine Sequenz von Kellersymbolen ersetzbar
ist. Auf dem Keller werden in jedem Schritt also eine POP-Operation sowie eine Folge
von PUSH-Operationen ausgeführt, die auch leer sein kann. Außerdem werden noch –
anders als bei endlichen Automaten gemäß Abschnitt 3.1 – Zustandsübergänge erlaubt,
bei denen kein Eingabesymbol gelesen wird.

11.1 Konzept des Kellerautomaten

Das Modell des Kellerautomaten formalisiert diese Beschreibung. Die Arbeitsweise des
Kellerautomaten wird durch fortgesetzte Übergänge zwischen Konfigurationen beschrie-
ben, wobei eine Konfiguration den aktuellen Zustand, das noch zu lesende Eingabe-
wort und ein aktuelles Kellerwort umfasst. Einzelne Übergänge sind durch die Zustands-
überführung festgelegt. Ziel ist es, eine Anfangskonfiguration mit Anfangszustand, dem
vollständigen Eingabewort und dem initialen Kellersymbol als Startkeller in eine Endkon-
figuration zu überführen, bei der der aktuelle Zustand ein Endzustand und die Eingabe
vollständig gelesen ist. Wenn das gelingt, ist das Eingabewort vom Kellerautomaten er-
kannt.

1. Ein Kellerautomat ist ein System K = (Z, I, C, d, s0, F, c0) mit einer endlichen Men-
ge Z von Zuständen, einem endlichen Alphabet I von Eingaben, einem endlichen

1Dabei wird vorausgesetzt, dass das Eingabewort nur einmal von links nach rechts gelesen werden
kann.
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Alphabet C von Kellersymbolen, einer Zustandsüberführung d, die jedem Zustand
s, jeder Eingabe x und jedem Kellersymbol c eine Menge von Paaren aus Zuständen
und Kellerwörtern d(s, x, c) ⊆ Z×C∗ sowie jedem Zustand s und jedem Kellersym-
bol c eine entsprechende Menge d(s,−, c) ⊆ Z×C∗ zuordnet, einem Anfangszustand
s0 ∈ Z, einer Menge von Endzuständen F ⊆ Z und einem initialen Kellersymbol c0.

2. Ein Kellerautomat lässt sich ähnlich einem endlichen Automaten graphisch dar-
stellen. Unterschiedlich ist lediglich die Beschriftung der Kanten, wie Abbildung 7
illustriert.

s s′
x; c → α

für (s′, α) ∈ d(s, x, c)

s s′
−; c → α

für (s′, α) ∈ d(s,−, c)

Abbildung 7: Kantenbeschriftungen bei Kellerautomaten

3. Eine Konfiguration (s, v, γ) besteht aus einem Zustand s ∈ Z, einem Eingabewort
v ∈ I∗ und einem Kellerwort γ ∈ C∗. Für w ∈ I∗ ist (s0, w, c0) die Anfangskon-
figuration von w. Und (s′′, λ, γ) wird Endkonfiguration genannt, falls s′′ ∈ F (bei
beliebigem Kellerwort γ).
Falls (s′, α) ∈ d(s, x, c), so hat die Konfiguration (s, xv, cγ) die Folgekonfiguration
(s′, v, αγ); falls (s′, α) ∈ d(s,−, c), so hat die Konfiguration (s, v, cγ) die Folgekon-
figuration (s′, v, αγ).
Ist con ′ eine Folgekonfiguration von con, so schreibt man dafür auch con con ′.
Eine Folge von n solchen direkten Übergängen

con = con0 con1 · · · conn = con ′

(für n ∈ N) kann durch con n con ′ oder con ∗ con ′ abgekürzt werden.
4. Ein Wort w ∈ I∗ wird von K erkannt, falls die Anfangskonfiguration von w in

eine Endkonfiguration überführbar ist, d.h. es existieren s′′ ∈ F und γ ∈ C∗ mit
(s0, w, c0)

∗ (s′′, λ, γ).
Die Menge aller von K erkannten Wörter bildet die erkannte Sprache L(K).

11.2 Deterministische Kellerautomaten

Bei einem Kellerautomaten kann eine Konfiguration mehrere Folgekonfigurationen haben,
so dass das Erkennungsverfahren nichtdeterministisch ist. Es wird deterministisch, wenn es
jeweils höchstens eine Folgekonfiguration gibt, was offenbar für folgende Kellerautomaten
gilt:

Ein Kellerautomat K = (Z, I, C, d, s0, F, c0) ist deterministisch, wenn für jedes s ∈ Z und
c ∈ C die Mengen d(s, x, c) für alle x ∈ I und d(s,−, c) leer oder einelementig sind und
d(s,−, c) höchstens dann nicht leer ist, wenn alle d(s, x, c) leer sind.
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Ohne Beweis sei angemerkt, dass es nicht möglich ist, zu jedem Kellerautomaten einen
deterministischen Kellerautomaten zu konstruieren, der dieselbe Sprache erkennt. So gibt
es z.B. einen Kellerautomaten, der die Sprache Lmirror = {w trans(w) | w ∈ {a, b}∗}
erkennt, aber keinen deterministischen Kellerautomaten.

Ebenfalls ohne Beweis sei festgehalten, dass deterministische Kellerautomaten das Wort-
problem ihrer erkannten Sprachen wie endliche Automaten in linearer Zeit lösen, d.h. die
Zahl der Berechnungsschritte ist proportional zur Länge der Eingabewörter. Deshalb wird
in der Praxis des Compilerbaus in der Regel versucht, die Syntaxanalyse von Programmier-
sprachen mit Hilfe von deterministischen Kellerautomaten oder ähnlich funktionierenden
Verfahren zu bewerkstelligen.

11.3 Beispiel: Reguläre Ausdrücke

Reguläre Ausdrücke über I (vgl. Abschnitt 6.4) werden von dem in Abbildung 8 dargestell-
ten deterministischen Automaten erkannt (wobei y ∈ I∪{empty , lambda}, c ∈ {op, br , c0}
und ⊕ ∈ {+, ◦}).

s1

s0

s2

OK
y ; c0 → λ

( ; c0 → op c0
y ; c → c

⊕ ; op → λ

) ; c0 → λ

( ; c → op br c ) ; br → λ

∗ ; op → λ

Abbildung 8: Ein deterministischer Kellerautomat, der REX (I) erkennt
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Durch folgende Konfigurationsfolge wird der Ausdruck (((x+empty)∗)◦lambda) als regulär
erkannt:

(s0, (((x+ empty)∗) ◦ lambda), c0)
(s1, ((x+ empty)∗) ◦ lambda), op c0)
(s1, (x+ empty)∗) ◦ lambda), op br op c0)
(s1, x+ empty)∗) ◦ lambda), op br op br op c0)
(s2, + empty)∗) ◦ lambda), op br op br op c0)
(s1, empty)∗) ◦ lambda), br op br op c0)
(s2, )∗) ◦ lambda), br op br op c0)
(s2,

∗) ◦ lambda), op br op c0)
(s2, ) ◦ lambda), br op c0)
(s2, ◦ lambda), op c0)
(s1, lambda), c0)
(s2, ), c0)
(OK , λ, )

Die folgende Konfigurationsfolge zeigt, dass der Ausdruck ((x+ empty)∗) ◦ lambda) nicht
regulär ist:

(s0, ((x+ empty)∗) ◦ lambda), c0)
(s1, (x+ empty)∗) ◦ lambda), op c0)
(s1, x+ empty)∗) ◦ lambda), op br op c0)
(s2, + empty)∗) ◦ lambda), op br op c0)
(s1, empty)∗) ◦ lambda), br op c0)
(s2, )∗) ◦ lambda), br op c0)
(s2,

∗) ◦ lambda), op c0)
(s2, ) ◦ lambda), c0)
(OK , ◦ lambda), )

Denn die letzte Konfiguration besitzt keine Folgekonfiguration, ist aber auch keine End-
konfiguration.
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12 Von kontextfreien Grammatiken zu Kellerauto-

maten

Kontextfreie Grammatiken haben nur Regeln, deren linke Seiten einzelne nichttermina-
le Zeichen sind. Da die Syntax von Programmiersprachen üblicherweise mit Hilfe solcher
Regeln definiert wird, sind kontextfreie Grammatiken und die Lösung ihres Wortproblems
besonders interessant. Es trifft sich deshalb gut, dass kontextfreie Grammatiken korrekt in
Kellerautomaten übersetzt werden können. Dabei bedeutet Korrektheit, dass jede eingege-
bene Grammatik dieselbe Sprache erzeugt wie der aus der Eingabe konstruierte Automat
erkennt. Der konstruierte Automat löst also das Wortproblem der Eingabegrammatik. Da
Kellerautomaten im allgemeinen nichtdeterministisch arbeiten, ist diese Lösung jedoch
nicht polynomiell (wenn man den Nichtdeterminismus z.B. durch Breitensuche vermei-
det). Leider lässt sich im Gegensatz zu endlichen Automaten nicht jeder Kellerautomat
in einen deterministischen umbauen, ohne dass sich die erkannte Sprache ändert.

12.1 Der Übersetzer

Zu jeder kontextfreien Grammatik wird ein Kellerautomat konstruiert, in dessen Keller
praktisch der Ableitungsprozess der Eingabegrammatik abläuft. Sonstige Zustandsüber-
gänge dienen lediglich dem richtigen Starten und Halten.

Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik und c0, cOK /∈ N ∪ T . Dann ist der
zugehörige Kellerautomat PDA(G) 2 gegeben durch:

PDA(G) = ({s0,OK}, T, N ∪ T ∪ {c0, cOK}, dG, s0, {OK}, c0)

mit

(i) dG(s0,−, c0) = {(s0, S cOK )},
(ii) dG(s0,−, A) = {(s0, u) | A ::=u ∈ P},
(iii) dG(s0, x, x) = {(s0, λ)} für alle x ∈ T und
(iv) dG(s0,−, cOK ) = {(OK , λ)}.

Der konstruierte Automat kann wie folgt veranschaulicht werden (wobei x ∈ T und
A ::=u ∈ P ):

s0 OK
−; cOK → λ

−; c0 → S cOK

x;x → λ

−;A → u

2PDA steht für die englische Bezeichnung pushdown automaton für Kellerautomat.
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Theorem 9 (Korrektheit der Übersetzung)
Sei G eine kontextfreie Grammatik und PDA(G) der zugehörige Kellerautomat. Dann
gilt: L(G) = L(PDA(G)).

Die Situation der Übersetzung von kontextfreien Grammatiken in Kellerautomaten und
ihre Korrektheit lassen sich durch das Diagramm in Abbildung 9 veranschaulichen.

translator

generator recognizer

- -

? ?

? ?

=

G PDA(G)

L(G) L(PDA(G))

Abbildung 9: Korrekte Übersetzung kontextfreier Grammatiken in Kellerautomaten

Der Beweis von Theorem 9 wird auf ein späteres Kapitel verschoben, da dafür einige
Eigenschaften von kontextfreien Grammatiken benötigt werden, die erst in den folgenden
Kapiteln erarbeitet werden.

Zunächst soll die Übersetzung mit einem Beispiel veranschaulicht werden.

12.2 Beispiel: Klammergebirge

Die kontextfreie Grammatik G = ({A}, { [ , ] }, {A ::=AA | [A] | λ}, A) erzeugt alle
korrekten Klammerungen über dem Klammerpaar [ und ] . Der zugehörige Kellerautomat
PDA(G) ist in Abbildung 10 dargestellt.

s0 OK
−; cOK → λ

−; c0 → AcOK
] ; ] → λ

[ ; [→ λ

−;A → AA −;A → λ

−;A → [A]

Abbildung 10: Ein zu einer kontextfreien Grammatik gehörender Kellerautomat

Wie die in der linken Hälfte von Abbildung 11 angegebene Berechnung zeigt, wird die
Klammerung [ ][ ][[ ]] von PDA(G) erkannt. Dieser Berechnung entspricht die rechts dane-
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(s0, [ ][ ][[ ]], c0)
(s0, [ ][ ][[ ]], A cOK ) A

(s0, [ ][ ][[ ]], AA cOK ) −→ AA

(s0, [ ][ ][[ ]], AAAcOK ) −→ AAA

(s0, [ ][ ][[ ]], [A]AAcOK ) −→ [A]AA
(s0, ][ ][[ ]], A]AAcOK ) = [ A]AA
(s0, ][ ][[ ]], ]AAcOK ) −→ [ ]AA
(s0, [ ][[ ]], AA cOK ) = [ ] AA

(s0, [ ][[ ]], [A]AcOK ) −→ [ ] [A]A
(s0, ][[ ]], A]AcOK ) = [ ][ A]A
(s0, ][[ ]], ]AcOK ) −→ [ ][ ]A
(s0, [[ ]], A cOK ) = [ ][ ] A

(s0, [[ ]], [A] cOK ) −→ [ ][ ] [A]
(s0, [ ]], A] cOK ) = [ ][ ][ A]
(s0, [ ]], [A]] cOK ) −→ [ ][ ][ [A]]
(s0, ]], A]] cOK ) = [ ][ ][[ A]]
(s0, ]], ]] cOK ) −→ [ ][ ][[ ]]
(s0, ], ] cOK ) = [ ][ ][[ ] ]
(s0, λ, cOK ) = [ ][ ][[ ]]
(OK , λ, λ)

Abbildung 11: Eine Berechnung des Kellerautomaten und die zugehörige Ableitung in der
Grammatik

ben angegebene Ableitung in G, wobei das jeweils im nächsten Schritt ersetzte nichtter-
minale Zeichen fett gedruckt ist.

Offenbar arbeitet die Zustandsüberführung von PDA(G) wie folgt: Zur Anfangskonfigu-
ration passt nur der Zustandsübergang nach (i), so dass in der Folgekonfiguration das
Startsymbol zuoberst auf dem Keller steht. Ein Zustandsübergang nach (ii) kann aus-
geführt werden, falls oben auf dem Keller ein Nichtterminal der Grammatik steht. Wenn
es mehrere Übergänge für dieses Zeichen gibt, “rät” der Kellerautomat nichtdetermini-
stisch, welche Produktion in der Ableitung angewendet wird, um das nächste Teilstück
des Eingabewortes zu erzeugen. Ein Zustandsübergang nach (iii) wird ausgeführt, wenn
das oberste Kellersymbol ein Terminalzeichen ist und dieses auch gerade dem nächsten
gelesenen Zeichen gleicht. Damit das Eingabewort erkannt wird, muss zuletzt der Zu-
standsübergang nach (iv) ausgeführt werden.

Insgesamt wird beim Vergleich der Konfigurationsfolge und der Ableitung deutlich, dass
der Kellerautomat alle in dem entsprechenden abgeleiteten Wort links von der Lücke
stehenden Zeichen bereits gelesen und alle rechts stehenden Zeichen gerade auf dem Keller
hat. Weiter fällt auf, dass in jedem Schritt der Ableitung das am weitesten links stehende
Nichtterminal ersetzt wird, d.h. die Ableitung ist eine sogenannte Linksableitung. Dies ist
kein Zufall, sondern liegt daran, dass der Kellerautomat immer nur das oberste Zeichen
aus seinem Keller entfernen kann.
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Damit liegt die Vermutung nahe, dass der zu einer kontextfreien Grammatik gehörige Kel-
lerautomat genau dann ein Wort erkennt, wenn dieses Wort mit einer Linksableitung der
Grammatik erzeugt werden kann. In Theorem 9 wird aber behauptet, dass der Kellerauto-
mat jedes von der Grammatik erzeugte Wort erkennt, unabhängig davon, wie dieses Wort
abgeleitet wurde. Um dieses Problem zu lösen, wird später gezeigt, dass jede terminie-
rende Ableitung einer kontextfreien Grammatik in eine Linksableitung umgebaut werden
kann, ohne das erzeugte Wort zu verändern. Für den Beweis, dass diese Umbautechnik
das Gewünschte leistet, wird eine wesentliche Eigenschaft von kontextfreien Grammatiken
benötigt, die im nächsten Kapitel als Kontextfreiheitslemma formuliert ist.

Ohne das näher auszuführen, sei angemerkt, dass sich auch umgekehrt jeder Kellerautomat
K korrekt in eine kontextfreie Grammatik G(K) übersetzen lässt, d.h. L(K) = L(G(K)).
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13 Kontextfreiheitslemma

Da die linke Seite einer kontextfreien Regel nur aus einem Zeichen besteht, ist die Stelle
eines Wortes, auf die diese Regel angewendet wird, in einem sehr strengen Sinn lokali-
sierbar: Wenn das Wort zerteilt wird, ist das ersetzte Zeichen in genau einem der Teile.
Auf Ableitungen übertragen, bedeutet das, dass die einzelnen Ableitungsschritte auf Tei-
le des Ausgangswortes verteilbar sind, wobei eine horizontale Zerlegung von Ableitungen
entsteht. Diese als Kontextfreiheitslemma bezeichnete Eigenschaft ist recht offensichtlich,
hat aber viele interessante Konsequenzen.

Theorem 10 (Kontextfreiheitslemma)
Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik, u

n
−→
P

v eine Ableitung der Länge n

und u = u1u2 · · ·uk eine Zerlegung von u in k Teilwörter.

Dann gibt es k Ableitungen ui
ni−→
P

vi, so dass v = v1 · · · vk und n =
k
∑

i=1

ni.

Beweis (mit Induktion über n).

IA: n = 0. Dann wähle vi = ui und ui
0

−→
P

ui.

IV: Die Behauptung gelte für n.

IS: Betrachte u
n+1
−→
P

v. Der erste Schritt hat dann die Form u = u′Au′′ −→
A ::= r

u′ru′′ = ū.

Da A ein einzelnes Zeichen ist, existiert ein i0, so dass ui0 = u′
i0
Au′′

i0
und u′ =

u1 · · ·ui0−1u
′
i0

sowie u′′ = u′′
i0
ui0+1 · · ·uk. Wähle nun ūi = ui für i 6= i0 und ūi0 =

u′
i0
ru′′

i0
, so dass insbesondere ui0 −→

A ::= r
ūi0 gilt. Außerdem gilt nach Konstruktion:

ū = u′ru′′ = u1 · · ·ui0−1u
′

i0
ru′′

i0
ui0+1 · · ·uk = ū1 · · · ūk.

Auf die restlichen n Ableitungsschritte ū
n

−→
P

v ist nun die Induktionsvoraussetzung

anwendbar, was Ableitungen ūi
ni−→
P

vi mit v = v1 · · · vk und
k
∑

i=1

ni = n ergibt. Für i0

kann das zu ui0 −→
A ::= r

ūi0

ni0−→
P

vi0 , einer Ableitung der Länge ni0+1, zusammengesetzt

werden. Für i 6= i0 können die Ableitungen wegen ui = ūi bleiben, wie sie sind. Die
Zerlegung von v bleibt unverändert, die Summe der Ableitungslängen ergibt n+ 1.
Damit ist alles gezeigt. ⊓⊔

Es sei noch angemerkt, dass die Umkehrung des Kontextfreiheitslemmas ebenfalls gilt.
Ableitungen ui

ni−→
P

vi für i = 1, . . . , k können immer zu einer Ableitung

u = u1 · · ·uk
n

−→
P

v1 · · · vk = v

mit n =
k
∑

i=1

ni zusammengesetzt werden.
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14 Linksableitungen

Wenn man in einer kontextfreien Grammatik beim Ableiten in jedem Schritt das ganz
links stehende nichtterminale Zeichen ersetzt, spricht man von Linksableitungen.3 Trennt
man dabei die links stehenden terminalen Zeichen vorher ab, so handelt es sich gerade um
Schritte, die der aus einer kontextfreien Grammatik konstruierte Kellerautomat auf dem
Keller vollführt. In diesem Kapitel wird gezeigt, dass jede Ableitung einer kontextfreien
Grammatik in eine Linksableitung umgebaut werden kann. Es stellt sich also heraus,
dass das Ableiten in der Grammatik dieselbe Leistungsfähigkeit hat wie das Bilden von
Folgekonfigurationen im zugehörigen Kellerautomaten.

Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Eine Linksableitung ist eine Ableitung
u1−→

P
u2−→

P
· · ·−→

P
un, bei der in jedem Schritt ui −−−→

Ai ::= vi
ui+1 (1 ≤ i < n) das am wei-

testen links stehende Nichtterminal ersetzt wird, d.h. ui = xiAiyi und ui+1 = xiviyi mit
xi ∈ T ∗. Um anzudeuten, dass eine Ableitung eine Linksableitung ist, wird der Pfeil −ℓ→
statt −→ verwendet.

Das folgende Lemma impliziert, dass man sich bei kontextfreien Grammatiken auf die
Betrachtung von Linksableitungen beschränken kann, ohne dass dies eine Auswirkung auf
die erzeugte Sprache hat.

Lemma 11
Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Dann lässt sich jede Ableitung A

∗
−→
P

v

mit A ∈ N , v ∈ T ∗ in eine Linksableitung A
∗

−ℓ→
P

v umformen.

Beweis (Per Induktion über die Länge von Ableitungen).

IA: Eine Ableitung A
0

−→
P

v mit v ∈ T ∗ existiert nicht, also muss nichts gezeigt werden.

IV: Gelte die Behauptung für alle Ableitungen der Länge ≤ n.

IS: Betrachte eine Ableitung A−→
P

u
n

−→
P

v. Dann lässt u sich in u = u0A1u1 · · ·Amum

mit u0, . . . , um ∈ T ∗ und A1, . . . , Am ∈ N zerlegen. Für i = 0, . . . , m gilt ui
0

−→
P

ui

und aufgrund des Kontextfreiheitslemmas auch Ai
ni−→
P

vi für i = 1, . . . , m, wobei

v = u0v1u1 · · · vmum und ni ≤
m
∑

i=1

ni = n. Also kann nach Induktionsvoraussetzung

jede der Ableitungen Ai
ni−→
P

vi in eine Linksableitung Ai

∗

−ℓ→
P

vi umgeformt werden.

3In der Literatur ist es auch gebräuchlich, eine Ableitung Linksableitung zu nennen, wenn alle nicht-
terminalen Zeichen links vom gerade ersetzten im Rest der Ableitung nicht mehr ersetzt werden. Bei
Ableitungen von terminalen Wörtern macht das keinen Unterschied, aber für den Nachweis der Korrekt-
heit von Theorem 9 ist diese Definition weniger geeignet.
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In der richtigen Reihenfolge zusammengesetzt, erhält man

A −ℓ→
P

u0A1u1 · · ·Amum

∗

−ℓ→
P

u0v1u1A2u2 · · ·Amum

∗

−ℓ→
P

u0v1u1v2u2A3u3 · · ·Amum

...

∗

−ℓ→
P

u0v1u1 · · · vmum ,

also insgesamt eine Linksableitung A
∗

−ℓ→
P

v. ⊓⊔
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15 Korrektheit der Übersetzung von kontextfreien

Grammatiken in Kellerautomaten

In diesem Kapitel wird der Beweis für Theorem 9 nachgeliefert. Dazu wird zunächst der
enge Zusammenhang zwischen dem Ableiten in einer kontextfreien Grammatik und dem
Bilden von Folgekonfigurationen in dem zugehörigen Kellerautomat festgehalten.

Sei in diesem Kapitel G = (N, T, P, S) eine gegebene kontextfreie Grammatik und
PDA(G), der zu ihr gehörige Kellerautomat, wie in Abschnitt 12.1 definiert.

Lemma 12
Sei w ∈ (N ∪ T )∗. Wenn es eine Linksableitung S

∗

−ℓ→w = uū gibt, wobei u ∈ T ∗

das längste terminale Anfangsstück von w ist, dann gibt es für beliebiges v ∈ T ∗ eine
Konfigurationsfolge (s0, uv, S cOK )

∗ (s0, v, ū cOK ).

Beweis (mittels Induktion über die Ableitungslänge).

IA: Für S
0

−ℓ→w gilt w = S, d.h. u = λ und ū = S, und daher

(s0, uv, S cOK ) = (s0, v, ū cOK )
0 (s0, v, ū cOK ).

IV: Die Behauptung gelte für alle Linksableitungen der Länge n.

IS: Betrachte nun eine Linksableitung S
n

−ℓ→u1Aū1−ℓ→u1rū1 = w der Länge n + 1
und eine Zerlegung w = uū, wobei u das längste terminale Anfangsstück von w ist.
Da die Ableitung eine Linksableitung ist, gilt u1 ∈ T ∗. Also ist u1 ein terminales
Anfangsstück von w und damit auch Anfangsstück von u, d.h. es gibt ein t ∈ T ∗

mit u = u1t und tu = ru1. Somit kann man die Konfigurationsfolge

(s0, uv, S cOK ) = (s0, u1tv, S cOK )
∗ (s0, tv, Au1 cOK )

(s0, tv, ru1 cOK )
= (s0, tv, tu cOK )

∗ (s0, v, u cOK )

konstruieren, wobei sich die zweite Zeile aus der Anwendung der Induktionsvor-

aussetzung für die Linksableitung S
∗

−ℓ→u1Aū1, die dritte Zeile aus Zeile (ii) der
Definition von dG und die letzte Zeile aus Zeile (iii) der Definition von dG ergibt.

⊓⊔

Lemma 13
Seien u, v ∈ T ∗. Wenn es eine Konfigurationsfolge (s0, uv, S cOK )

∗ (s0, v, ū cOK ) gibt,

dann auch eine Linksableitung S
∗

−ℓ→uū.

Beweis (mittels Induktion über die Länge der Konfigurationsfolge).
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IA: Für (s0, uv, S cOK )
0 (s0, v, ū cOK ) gilt u = λ und ū = S, woraus S

0
−ℓ→S = uū

folgt.

IV: Gelte die Behauptung für Konfigurationsfolgen der Länge n.

IS: Betrachte (s0, uv, S cOK )
n+1(s0, v, ū cOK ). Da die Zustandsüberführung nie c0 auf

den Keller schreibt, kann keine der Folgekonfigurationen nach Zeile (i) der Definition
von dG gebildet worden sein. Damit scheidet auch Zeile (iv) aus, denn sonst würde
cOK nicht mehr auf den Keller stehen. Also ist die letzte Folgekonfiguration nach
Zeile (ii) oder (iii) der Definition von dG gebildet worden.

1. Entsprechend Zeile (ii) hat die Konfigurationsfolge die Form

(s0, uv, S cOK )
n (s0, v, Aū1 cOK ) (s0, v, ū0ū1 cOK ) = (s0, v, ū cOK )

und A ::= ū0 ist eine Regel in P . Zusammen mit der Induktionsvoraussetzung
für die Konfigurationsfolge (s0, uv, S cOK )

n (s0, v, Aū1 cOK ) ergibt sich dann
die Linksableitung

S
∗

−ℓ→ uAū1−ℓ→uū0ū1 = uū.

2. Entsprechend Zeile (iii) hat die Konfigurationsfolge die Form

(s0, uv, S cOK )
n (s0, xv, xū cOK ) (s0, v, ū cOK ).

Dann hat also u die Form u = u0x, und aus der Induktionsvoraussetzung
für die Konfigurationsfolge (s0, u0xv, S cOK )

n (s0, xv, xū cOK ) ergibt sich die

Linksableitung S
∗

−ℓ→ u0xū = uū. ⊓⊔

Mit Hilfe der beiden Lemmata kann nun folgendermaßen geschlossen werden.

Beweis von Theorem 9.
Sei w ∈ L(G), d.h. S

∗
−→w und w ∈ T ∗. Damit existiert nach Lemma 11 eine Links-

ableitung S
∗

−ℓ→w. Da w schon das längste terminale Anfangsstück von w ist, folgt mit
Lemma 12, dass es eine Konfigurationsfolge (s0, w, S cOK )

∗ (s0, λ, λ cOK ) gibt, wobei
ū = λ sein muss und v = λ gewählt wurde. Mit den Zeilen (i) und (iv) der Definition von
dG lässt sich diese Folgekonfigurationsbildung vorn und hinten verlängern zu:

(s0, w, c0) (s0, w, S cOK )
∗ (s0, λ, cOK ) (OK , λ, λ). (∗)

Das bedeutet aber gerade w ∈ L(PDA(G)).

Sei umgekehrt w ∈ L(PDA(G)), d.h. (s0, w, c0)
∗ (OK , λ, γ) für irgendein γ. Das lässt

sich immer in die Form (∗) zerlegen, denn der erste und letzte Schritt können nicht anders

aussehen. Der mittlere Teil impliziert nach Lemma 13 S
∗

−→wλ = w. Somit gilt w ∈ L(G).

Insgesamt sind die beiden Sprachen also gleich. ⊓⊔
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16 Ableitungsbäume

Dass das Wortproblem kontextfreier Sprachen mit Hilfe von Kellerautomaten gelöst wer-
den kann, liegt wesentlich am Konzept der Linksableitungen. Denn sie erlauben, Ableit-
barkeit und Erzeugbarkeit von Wörtern durch Operationen auf einem Keller zu realisieren.
Ableitungsbäume sind ein vergleichbares Konzept zur Repräsentation kontextfreier Ablei-
tungen. Die Konstruktion von Ableitungsbäumen beruht auf dem Kontextfreiheitslemma
und wird in Abschnitt 16.1 vorgestellt. Sie gestattet, bekannte Eigenschaften von Bäumen
für die Untersuchung von Ableitungen zu nutzen.

Um das zu demonstrieren, werden einige Beispiele für die vorteilhafte Nutzung der Baum-
struktur gegeben. Sie alle werden im Kapitel 17 zum Nachweis des Pumping-Lemmas für
kontextfreie Sprachen verwendet. In Abschnitt 16.2 wird nachgewiesen, dass man aus
der Länge des Resultats eines Ableitungsbaumes dessen Höhe abschätzen kann. In Ab-
schnitt 16.3 wird zu jedem Ableitungsbaum ein Weg von der Wurzel zu einem Blatt
konstruiert, der so lang ist, wie der Baum hoch ist. In Abschnitt 16.4 schließlich werden
das An- und Abhängen von Ableitungsbäumen betrachtet.

16.1 Konstruktion

Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik ohne λ-Produktionen, d.h. ohne Pro-
duktionen mit dem leeren Wort als rechter Seite.

Dann kann jeder Ableitung, die in einem einzelnen Symbol beginnt, folgendermaßen re-
kursiv ein Ableitungsbaum zugeordnet werden:

(i) Für X
0

−→X mit X ∈ N ∪ T besteht der zugeordnete Ableitungsbaum aus einem
mit X markierten Knoten mit der Höhe 0 und X als Resultat. Der einzelne Knoten
ist sowohl Wurzel als auch Blatt. Dieser Ableitungsbaum wird mit dt(X

0
−→X)

bezeichnet.
(ii) Für X

n+1
−→U sei X ::= X1 · · ·Xk mit Xi ∈ N ∪ T die erste angewendete Re-

gel, und seien Xi
ni−→Ui die korrespondierenden Ableitungen gemäß dem Kontext-

freiheitslemma. Wegen ni ≤ n kann angenommen werden, dass Ableitungsbäume
dt i = dt(Xi

ni−→Ui) mit einer jeweiligen Höhe, Ui als Resultat und einem Knoten Xi

als Wurzel bereits existieren. Dann hat der Ableitungsbaum dt(X
n+1
−→U) die Form

X

X1 Xk

dt1 dtk· · ·

· · ·
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mit einer Höhe, die um 1 größer als die größte Höhe der angehängten Ableitungs-
bäume dt i ist, mit U als Resultat, dem obersten Knoten als Wurzel und den Blättern
der angehängten Teilbäume als Blätter.

Ist dt ein Ableitungsbaum und bezeichnet man seine Höhe mit height(dt) und sein Resultat
mit res(dt), so gilt nach Konstuktion:

(i) height(dt(X
0

−→X)) = 0 und res(dt(X
0

−→X)) = X,

(ii) height(dt(X
n+1
−→U)) = 1 +max{height(dt i) | i = 1, . . . , k}

und res(dt(X
n+1
−→U)) = U = U1 · · ·Uk = res(dt1) · · · res(dtk).

16.2 Beziehung zwischen Baumhöhe und Resultatslänge

Gemäß der rekursiven Definition erhöht sich die Höhe um 1, wenn man k Bäume an eine
Wurzel hängt, während sich die Länge des Resultats als Summe der Längen der Resultate
der angehängten Bäume ergibt. Daraus ergibt sich folgende Beziehung zwischen Höhe und
Resultatslänge.

Lemma 16.1
Sei b die Länge der längsten rechten Seite von Produktionen aus P. Dann gilt für alle
Ableitungsbäume dt :

|res(dt)| ≤ bheight(dt).

Beweis (mit Induktion über die Höhe):

IA: height(dt) = 0 bedeutet dt = dt(X
0

−→X) für ein geeignetes X ∈ N ∪ T. Somit gilt:

|res(dt)| = |res(dt(X
0

−→X))) = |X| = 1 ≤ 1 = b0 = bheight(dt).

IV: Die Behauptung gelte für alle Höhen bis m.

IS: Betrachte nun height(dt) = m+1.Dann korrespondiert dt gemäß der rekursiven Defini-

tion zu einer AbleitungX
n+1
−→U (mit n ≥ m), einer ersten Regelanwendung X −→X1 · · ·Xk

und induzierten Ableitungen Xi
ni−→Ui (i = 1, . . . , k). Bezeichne dt i den korrespondie-

renden Ableitungsbaum dt(Xi
ni−→Ui). Wegen height(dt) = 1 + max{height(dt i) | i =

1, . . . , k} ist dann height(dt i) ≤ m, so dass nach Induktionsvoraussetzung gilt:

|res(dt i)| ≤ bheight(dti).

Daraus folgt wunschgemäß :
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|res(dt)| = |res(dt1) · · · res(dtk)|

=
k
∑

i=1

|res(dt i)|

≤
k
∑

i=1

bheight(dt i)

≤
k
∑

i=1

bm

= k · bm

≤ b · bm

= bheight(dt).

⊓⊔

16.3 Ein langer Weg von der Wurzel zu einem Blatt

In jedem Baum gibt es mindestens einen Weg von der Wurzel zu einem Blatt, der so lang
ist, wie der Baum hoch ist.

Lemma 16.2
Sei dt ein Ableitungsbaum. Dann gibt es in dt einen Weg

��
��
A0

-��
��
A1

- · · · -��
��
Al

mit l = height(dt), wobei der erste Knoten die Wurzel und der letzte ein Blatt ist.

Beweis (mit Induktion über die Höhe):

IA: height(dt) = 0 bedeutet dt = dt(X
0

−→X) für ein X ∈ N ∪ T. Als Weg der Länge 0
kann (und muss) man dann den einzigen Knoten wählen, d.h. A0 = X.

IV: Die Behauptung gelte für alle Ableitungsbäume der Höhe m.

IS: Betrachte einen Ableitungsbaum dt mit height(dt) = m + 1. Mit den Bezeichnungen
aus dem Beweis von Lemma 16.1 gibt es dann ein i0 ∈ {1, . . . , k}, so dass height(dt i0) = m
ist, sowie eine Kante von der Wurzel von dt zur Wurzel von dt i0. Nach Induktionsvoraus-
setzung gibt es in dt i0 einen Weg

��
��
A1

-��
��
A2

- · · · -��
��
Am+1
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wobei der erste Knoten die Wurzel von dt i0 ist, d.h. insbesondere A1 = Xi0 , und der letzte
Knoten ein Blatt von dt i0 ist. Dieser Knoten ist auch ein Blatt von dt , so dass der gesuchte
Weg entsteht, wenn man die eine Kante davorsetzt, wobei man A0 = X wählt. ⊓⊔

16.4 Anhängen und Abhängen von Ableitungsbäumen

Nach Konstruktion führt von der Wurzel eines Ableitungsbaumes genau eine Kante zu der
Wurzel jedes angehängten Ableitungsbaumes, was rekursiv bedeutet, dass von der Wurzel
zu jedem Knoten genau ein Weg führt und jeder Knoten Wurzel genau eines Teilbaumes
ist. Wenn man den abhängt (bis auf seine Wurzel), bleibt wieder ein Ableitungsbaum

übrig. Genauer gilt für dt = dt(X
∗

−→U) und für jeden Weg

��
��
X -��

��
A1

- · · · -��
��
Al

von der Wurzel zu einem Knoten folgendes:

Es existieren Ableitungen X
∗

−→U1AlU3 und Al
∗

−→U2, so dass dt2 = dt(Al
∗

−→U2) der

Teilbaum von dt ist, der Al als Wurzel hat, und dt1 = dt(X
∗

−→U1AlU3) der Baum ist,
der durch Löschen von dt1 aus dt entsteht. Insbesondere liegt der obere Weg auch in dt1
und führt dort zu einem Blatt.

Sind umgekehrt dt1 und dt2 Ableitungsbäume, so dass dt1 den obigen Weg von der Wur-
zel zu einem Blatt enthält, und die Wurzel von dt2 mit Al markiert ist, kann man
dt2 an das Blatt Al von dt1 hängen, und man erhält einen Ableitungsbaum dt3 =
dt(X

∗
−→U1AlU3

∗
−→U1U2U3). Sind dt1 und dt2 die beiden Bäume, die beim Abhängen

aus dt entstehen, dann gilt dt3 = dt und damit insbesondere U = U1U2U3.

Auf die vollständige Formalisierung dieser beiden Konstruktionen wird hier verzichtet.
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17 Pumping-Lemma für kontextfreie Sprachen

In diesem Kapitel wird ein Pumping-Lemma für kontextfreie Sprachen formuliert und eine
Beweisskizze gegeben. Analog zum Pumping-Lemma für reguläre Sprachen in Kapitel 74

eignet es sich zum Nachweis, dass bestimmte Sprachen nicht kontextfrei sind.

Das Pumping-Lemma für reguläre Sprachen beruht darauf, dass beim Erkennen eines
genügend langen Wortes in einem endlichen Automaten eine Zustandsfolge durchlaufen
wird, die einen Kreis enthält. Übertragen auf rechtslineare Grammatiken heißt das, dass
es Ableitungen der Form S

∗
−→xA,A

∗
−→ yA und A

∗
−→ z mit x, y, z ∈ T ∗ und |y| > 0

gibt, woraus sich Ableitungen der Form S
∗

−→xyiz für i ∈ N bilden lassen. Bei beliebigen
kontextfreien Grammatiken kann man nicht erwarten, dass das nichtterminale Zeichen A
immer ganz rechts steht, sondern irgendwo im abgeleiteten Wort. Aber auch Ableitungen
der Form S

∗
−→uAy,A

∗
−→ vAx und A

∗
−→w lassen sich zu Ableitungen S

∗
−→uviwxiy

für i ∈ N zusammensetzen, was ebenfalls einen Pumpeffekt ergibt, bei dem allerdings
zwei Teilwörter gleichzeitig iteriert werden. Es bleibt, die drei Ableitungen zu finden.
Der schwierige Teil dabei ist, ein A zu finden, das in einem seiner abgeleiteten Wörter
wieder auftaucht. Um das zu erreichen, werden die Ergebnisse über Ableitungsbäume
herangezogen.

Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik ohne λ-Produktionen (d.h. ohne Pro-
duktionen der Form A ::=λ) und ohne Kettenregeln (d.h. ohne Produktionen der Form

A ::=B mit B ∈ N). Für z ∈ L(G) gibt es dann einen Ableitungsbaum dt = dt(S
∗

−→ z).
Dessen Höhe ist nach Lemma 16.1 größer als ♯N, falls |z| > b♯N , wobei b wieder die Länge
der längsten rechten Seite einer Produktion von G ist. Nach Lemma 16.2 gibt es dann in
dt einen Weg von der Wurzel zu einem Blatt

��
��
A0

-��
��
A1

- · · · -��
��
Al

mit l = height(dt) und A0 = S. Die l Zeichen A0, . . . , Al−1 sind nichtterminal, weil in
einem Ableitungsbaum höchstens Blätter terminal sind. Wegen l > ♯N muss es Indizes
i < j geben mit Ai = Aj . Dieses nichtterminale Zeichen wird im folgenden auch mit A
bezeichnet. Nach Abschnitt 16.4 induziert der Teilweg

&%
'$
S = A0

-��
��
A1

- · · · -

&%
'$
Aj = A

4Dort ist das Pumping-Lemma für die von endlichen Automaten erkannten Sprachen formuliert. Re-
guläre Sprachen sind genau die von endlichen Automaten erkannten; Regularität ist aber die viel griffigere
Bezeichnung und wird deshalb hier verwendet.
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zwei Ableitungen S
∗

−→ z1Az2 und A
∗

−→w, derart dass z = z1wz2 und der obige Teilweg
in dt1 = dt(S

∗
−→ z1Az2) liegt und dort von der Wurzel zu einem Blatt führt. Entsprechend

induziert der Teilweg

&%
'$
S = A0

-��
��
A1

- · · · -

&%
'$
Ai = A

von dt1 zwei Ableitungen S
∗

−→uAy und A
∗

−→ vAx mit z1Az2 = uvAxy. Beachte dabei,
dass z1 und z2 terminal sind, weil z terminal ist, und dass deshalb auch u und y terminal
sein müssen. Das nichtterminale Zeichen A in z1Az2 kann also nur in der zweiten Ableitung
abgeleitet werden.

Damit sind die drei gesuchten Ableitungen gefunden. Daraus lassen sich induktiv Ablei-
tungen der folgenden Form iterieren:

1. S
∗

−→uAy(= uv0Ax0y); und

2. wenn S
∗

−→ uviAxiy bereits konstruiert ist, erhält man S
∗

−→uviAxiy
∗

−→uvivAxxiy =
uvi+1Axi+1y.

Schließlich lässt sich jede dieser Ableitungen terminieren: S
∗

−→uviAxiy
∗

−→uviwxiy, so
dass uviwxiy ∈ L(G) für alle i ∈ N folgt.

Wegen i < j ist A
∗

−→ vAx keine Nullableitung. Und da G keine Kettenregeln enthält,
können v und x nicht beide leer sein; d.h. vx 6= λ.

Wählt man darüber hinaus den ursprünglichen Weg als den längst möglichen und i eben-
falls so groß wie möglich, dann muss l − i ≤ ♯N gelten, weil sonst zwei andere Knoten
unterhalb von i gleich markiert wären, was der Wahl von i widerspricht. In diesem Fall
kann in dem Ableitungsbaum dt2 = dt(A

∗
−→ vAx

∗
−→ vwx) kein Weg länger als ♯N + 1

sein, weil sonst der ursprüngliche Weg nicht der längste gewesen wäre. Dann ist dt2 aber
auch nicht höher, und vwx hat höchstens die Länge b♯N+1.

Die vorausgehenden Überlegungen ergeben das folgende Pumping-Lemma für kontextfreie
Sprachen.

Theorem 14
Zu jeder kontextfreien Sprache L existiert eine natürliche Zahl p ∈ N, so dass gilt:

Ist z ∈ Lmit length(z) ≥ p, dann lässt sich z schreiben als z = uvwxy, wobei length(vwx) ≤
p ist und vx 6= λ, und für alle i ∈ N gilt:

uviwxiy ∈ L.

Beweis: Zu jeder kontextfreien Sprache L existiert eine kontextfreie Grammatik G ohne
λ-Produktionen und Kettenregeln, derart daß L(G) = L − {λ} (vgl. z.B. [HMU02]).
Wählt man nun p = b♯N+1, dann bilden die Überlegungen vor dem Theorem den Rest des
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Beweises. Beachte, daß es keine Rolle spielt, ob λ ∈ L gilt, weil ohnehin nur Wörter ab
einer bestimmten Länge pumpbar sein müssen.

Mit dem Pumping Lemma für kontextfreie Sprachen lässt sich z.B. zeigen, dass die Sprache
L0 = {anbncn | n ∈ N} nicht kontextfrei ist. Dieses Ergebnis kann wiederum benutzt
werden, um zu zeigen, dass die Klasse der kontextfreien Sprachen nicht abgeschlossen
gegenüber Durchschnitt ist.

Korollar 15

1. Die Sprache L0 = {anbncn | n ∈ N} ist nicht kontextfrei.
2. Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen gegenüber Durch-

schnitt, d.h. es gibt kontextfreie Sprachen, deren Durchschnitt nicht kontextfrei ist.

Beweis.
1. Angenommen, L0 wäre kontextfrei. Sei p die zu L0 gehörende Zahl aus dem Pumping-

Lemma. Dann gibt es für n ∈ N mit 3n ≥ p eine Zerlegung anbncn = uvwxy, derart
dass uviwxiy ∈ L für alle i ≤ p, length(vwx) ≤ p und vx 6= λ.
Enthielte v oder x a’s und b’s oder b’s und c’s, so käme in uv2wx2y im Widerspruch
zur Definition von L0 ein a hinter einem b bzw. ein b hinter einem c vor. Also ist
v = ar oder v = br oder v = cr und entsprechend x = cs oder x = bs oder x = as,
wobei r + s ≥ 1. Da v in z stets vor x liegt, sind das insgesamt sechs Fälle. Im Fall
v = ar und x = cs gilt u = aj , w = akbncl, y = cm und z = uvwxy = ajarakbnclcscm

mit j + r + k = n = l + s + m. Damit erhält man uv0wx0y = ajλakbnclλcm =
an−rbncn−s ∈ L0, was wegen r + s ≥ 1 der Definition von L0 widerspricht. Analog
führen die anderen fünf Fälle zum Widerspruch.

2. Die durch die Produktionen S1 ::=S1c|A und A ::= aAb|λ sowie S2 ::= aS2|B und
B ::= bBc|λ definierten Grammatiken erzeugen die kontextfreien Sprachen L1 =
{ambmcn | m,n ∈ N} und L2 = {ambncn | m,n ∈ N}, deren Durchschnitt gerade die
nicht kontextfreie Sprache L0 aus Punkt 1 ist. ⊓⊔
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18 Formale Sprachen

Die Theorie formaler Sprachen stellt eines der ältesten und am weitesten entwickelten
Gebiete der Theoretischen Informatik dar. Die Bedeutung dieser Theorie rührt daher,
dass ihre Konzepte und Methoden die Grundlage für die Definition der Syntax von Pro-
grammiersprachen und für den Bau ihrer Compiler bilden, wobei insbesondere die Synta-
xanalyse unterstützt wird (vgl. Kap. 8). Ein zentraler Aspekt der Syntaxanalyse ist die
Lösung des sogenannten Wortproblems.

18.1 Wortproblem

Die Syntaxanalyse ist eine zentrale Aufgabe bei der Übersetzung von Programmen einer
Programmiersprache. Den Kern bildet dabei die Lösung des Wortproblems für die Menge
aller syntaktisch korrekten Programme, das darin besteht, algorithmisch festzustellen, ob
ein beliebiges eingegebenes Wort ein Programm ist oder nicht. Aber das Wortproblem ist
auch für andere Sprachen signifikant.

Betrachtet man als formale Sprache eine beliebige Menge L von Wörtern aus A∗ für ein
Alphabet A, so definiert L ein Wortproblem:

Gibt es einen Algorithmus, der für jedes x ∈ A∗ bestimmt, ob x ∈ L oder x /∈ L gilt?

Als Beispiel betrachte die Menge aller Palindrome aus A∗. Das Wortproblem ist in diesem
Fall gerade die Frage, ob ein gegebenes Wort ein Palindrom ist oder nicht. Die Lösung
kann in diesem Fall durch einen Kellerautomaten konstruiert werden.

18.1.1 Wortproblem selten lösbar

Wenn das unterliegende Alphabet A nicht leer ist, gibt es unendlich viele Wörter, so dass
nach einer bekannten Überlegung aus der Mathematik die Menge aller Teilmengen von
A∗ überabzählbar unendlich ist. Da es aber nur abzählbar viele Algorithmen gibt, müssen
die Wortprobleme der meisten Sprachen unlösbar sein. Aber obwohl die Lösbarkeit des
Wortproblems grundsätzlich in den seltensten Fällen gegeben ist, sind doch die meisten
Sprachen, denen man üblicherweise begegnet, ziemlich gutartig. So sind die Wortprobleme
aller regulären und kontextfreien Sprachen bekanntlich durch endliche bzw. Kellerauto-
maten lösbar. Es ist sogar relativ schwierig, Sprachen zu konstruieren, deren Wortpro-
blem nicht lösbar ist (siehe zwei derartige Beispiele in den Abschnitten 9.1 und 9.2 in
[HMU07, HMU02]). Dem Wortproblem wird dennoch in den nächsten Abschnitten viel
Aufmerksamkeit gewidmet, weil man nicht nur an Lösbarkeit interessiert ist, sondern auch
an praktisch benutzbaren Lösungen. So muss ein Algorithmus, der in einen Compiler ein-
gebaut werden soll, insbesondere auch schnell sein.
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19 Chomsky-Grammatiken

Lässt man bei den kontextfreien Regeln, wie sie meist bei der syntaktischen Beschrei-
bung von Programmiersprachen verwendet werden, auf der linken Seite auch beliebige
Zeichenketten zu, erhält man Produktionen (Regeln) von Chomsky-Grammatiken (nach
dem amerikanischen Sprachwissenschaftler Noam Chomsky, geb. 1928, einem Pionier der
Theorie der formalen Sprachen).

19.1 Grammatik allgemein

Eine Chomsky-Grammatik besteht aus endlich vielen Produktionen der Form u ::= v für
u, v ∈ A∗, wobei A ein Alphabet ist, aus einem Startsymbol S ∈ A und einem terminalen
Alphabet T ⊆ A. Meist wird noch verlangt, dass S ∈ A \ T ist und in den linken Seiten
von Produktionen Zeichen vorkommen, die nicht terminal sind. Die Differenzmenge A\T
wird nichtterminales Alphabet genannt und mit N bezeichnet. Es ist manchmal auch
bequemer, mit einem Startwort statt mit einem Startsymbol zu beginnen.

1. Für ein gegebenes Alphabet A ist eine Produktion (Regel) ein Paar p = (u, v) ∈
A∗×A∗, das meist als u ::= v geschrieben wird. Die Zeichenkette u wird linke Seite,
v rechte Seite von p genannt.
Zur Abkürzung können mehrere Produktionen u ::= v1, . . . , u ::= vk (k ≥ 2) mit
derselben linken Seite zu u ::= v1 | · · · | vk zusammengefasst werden.

2. Eine Chomsky-Grammatik ist ein System G = (N, T, P, S), wobei N eine Menge
nichtterminaler Zeichen, T eine Menge terminaler Zeichen, P eine endliche Menge
von Produktionen und S ∈ N ein Startsymbol ist.
Soweit nichts anderes gesagt wird, nimmt man an, dass kein nichtterminales Zeichen
gleichzeitig terminal ist, d.h. N ∩ T = ∅, dass alle in Produktionen vorkommenden
Zeichen terminal oder nichtterminal sind, d.h. p ∈ (N∪T )∗×(N∪T )∗ für alle p ∈ P ,
und dass in jeder linken Seite mindestens ein nichtterminales Zeichen vorkommt, d.h.
u ∈ (N ∪ T )∗N(N ∪ T )∗ (bzw. u /∈ T ∗) für jede Produktion u ::= v ∈ P .

Produktionen werden auf Zeichenketten analog zum kontextfreien Fall angewendet. Man
sucht in einer Zeichenkette eine Teilkette, die die linke Seite einer Produktion ist, und
ersetzt sie durch die rechte Seite.

3. Seien w,w′, x, y, u, v ∈ A∗. Dann wird w′ aus w direkt durch Anwendung der Pro-
duktion p = (u ::= v) abgeleitet, falls w = xuy und w′ = xvy. In diesem Falle wird
w−→

p
w′ geschrieben.

Die Anwendung einer Produktion wird direkte Ableitung genannt. Ist P eine Menge
von Produktionen und p ∈ P , so kann man statt w−→

p
w′ auch w−→

P
w′ schreiben.

4. Die Iteration direkter Ableitungen ergibt das Konzept der Ableitung :

w0−→
p1

w1−→
p2

· · ·−→
pn

wn
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für w0, . . . , wn ∈ A∗ und Produktionen p1, . . . , pn (n ≥ 1). Stammen alle angewen-
deten Produktionen aus P , so kann man die obige Ableitung auch schreiben als
w0−→

P
· · ·−→

P
wn oder w0

n
−→
P

wn. Für manche Zwecke ist es sinnvoll, auch Null-

ableitungen zuzulassen: w
0

−→
P

w für alle w ∈ A∗. Statt w
n

−→
P

w′ für n ∈ N darf

auch w
∗

−→
P

w′ geschrieben werden. Außerdem kann man bei Ableitungen und direk-

ten Ableitungen das Subskript P weglassen, wenn die Produktionsmenge aus dem
Kontext klar ist.

Der Ableitungsprozess bildet die operationelle Semantik, die durch eine Produktionsmen-
ge syntaktisch beschrieben ist. Betrachtet man diejenigen Zeichenketten, die aus dem
Startsymbol einer Chomsky-Grammatik G = (N, T, P, S) ableitbar sind und nur aus
terminalen Zeichen bestehen, so erhält man auf der Basis des Ableitungsprozesses eine
erzeugte Sprache.

5. Sei G = (N, T, P, S) eine Chomsky-Grammatik. Dann enthält die von G erzeugte
Sprache alle mit Produktionen in P aus dem Startsymbol S ableitbaren terminalen
Zeichenketten:

L(G) = {w ∈ T ∗ | S
∗

−→
P

w}.

Auf diese Weise stellen Chomsky-Grammatiken ein syntaktisches Instrument dar, um for-
male Sprachen zu spezifizieren. Ausführliche Darstellungen von Chomsky-Grammatiken
findet man in praktisch jedem Buch über formale Sprachen (siehe z.B. Hopcroft, Motwa-
ni, Ullman [HMU07] mit der deutschen Übersetzung [HMU02], Moll, Arbib und Kfoury
[MAK88] und Salomaa [Sal73] mit der deutschen Übersetzung [Sal78]). Die Verbindung
von formalen Sprachen und der syntaktischen Behandlung von Programmiersprachen wird
umfassend in Aho und Ullman [ASU88] abgehandelt.

19.2 Beispiele

1. Mit der Produktion S ::= aS lässt sich das Zeichen a hochzählen:

S → aS → a2S → · · · → anS.

Entsprechend kann man mit S ::= akS (k ∈ N) ein Vielfaches von k hochzählen.
Terminieren lässt sich dieser Vorgang mit S ::=λ, so dass

L(({S}, {a}, {S ::= akS | λ}, S)) = {an·k | n ∈ N}.

2. Fast genauso einfach ist es, zwei Größen gleichzeitig hochzuzählen:

L(({S}, {a, b}, {S ::= aSb | λ}, S)) = {anbn | n ∈ N}.

3. Auch das getrennte Zählen zweier (bzw. mehrerer) Größen ist kein Problem. Sei
Tl = {a1, . . . , al} (l ≥ 1), Nl = {S} ∪ {A1, . . . , Al} und Pl = {S ::=A1 · · ·Al} ∪
{Ai ::= aiAi | i = 1, . . . , l} ∪ {Ai ::= λ | i = 1, . . . , l}.
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Dann gilt:
L((Nl, Tl, Pl, S)) = {an1

1 · · · anl

l | ni ≥ 0, i = 1, . . . , l}.

4. Etwas schwieriger wird es, die zahlenmäßige Ausgewogenheit zweier Größen zu ga-
rantieren, wenn die Reihenfolge nicht mehr wie in Punkt 2 fixiert ist.
Die Grammatik Gequilibrium = ({A,B, S}, {a, b}, Pequilibrium , S), wobei die Regelmen-
ge die Regeln

S ::=ASB, S ::=λ, AB ::=BA, A ::= a, B ::= b

enthält, erzeugt als Sprache die Menge aller Wörter, in denen nur die Zeichen a und
b vorkommen und das gleich oft. Ableitungen (d.h. wiederholte Regelanwendungen)
sehen z.B. so aus:

S−→
(1)

ASB−→
(1)

A2SB2−→
(2)

A2B2−→
(3)

ABAB−→
(3)

ABBA −→
(4),(5)

· · · −→
(4),(5)

abba.

Dabei verweisen die Nummern auf die Produktionen, die von links nach rechts
gezählt sind.

5. Noch schwieriger wird es, wenn man drei Größen gleichzeitig nach Art des Punktes 2
kontrollieren möchte. Es ist zwar leicht zu sehen, dass mit den Produktionen der
Form abnc ::= a2bn+1c2 für n ≥ 1 aus der Zeichenkette abc alle Zeichenketten der
Form anbncn abgeleitet werden können; aber das sind unendlich viele Regeln. Um
dasselbe mit endlich vielen Regeln zu erreichen, bedarf es der bisher kompliziertesten
Grammatik im nächsten Punkt. Oder geht es einfacher?

6. Folgende Produktionen erlauben, die Sprache {anbncn | n ≥ 1} zu erzeugen, wenn
man mit S startet und {a, b, c} als terminales Alphabet wählt:

(1) S ::= aABc
(2)&(3) A ::= aABc | λ

(4) cB ::= Bc
(5) aB ::= ab
(6) bB ::= bb

Mit (1) bis (3) erhält man S
∗

−→ an(Bc)n.

Mit (4) wird daraus: anBncn.

Mit (5) und (6) erhält man: anbncn.

Der Nachweis, dass man nichts anderes Terminales ableiten kann, erfordert diverse
Fallunterscheidungen, die hier nicht im einzelnen durchgeführt werden sollen.
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20 Immerhin aufzählbar

In diesem Kapitel wird der Zusammenhang zwischen Chomsky-Grammatiken und dem
Konzept der Aufzählbarkeit beschrieben. Der Ableitungsprozess zusammen mit einem
Terminalitätstest für Zeichenketten zählt die erzeugte Sprache einer Chomsky-Grammatik
auf (20.1), deren Wortproblem sich damit auch als “halb” lösbar erweist (20.2). Es wird
außerdem darauf hingewiesen, dass effektiv aufzählbare Mengen von Zeichenketten von
Chomsky-Grammatiken erzeugt werden (20.3), allerdings ist das Wortproblem nicht im-
mer “ganz” lösbar (20.4). In Abschnitt 20.5 schließlich wird auf Zusammenhänge zwischen
dem hier angegebenen Aufzählungsverfahren und anderen bekannten Algorithmen hinge-
wiesen.

20.1 Aufzählbarkeit erzeugter Sprachen

Für eine beliebige Chomsky-Grammatik G = (N, T, P, S) bildet der Ableitungsmechanis-
mus einen algorithmischen Prozess, den man mit beliebigen Zeichenketten beginnen und
beliebig lange laufen lassen kann. Startet man zum Beispiel mit S und erlaubt bis zu k
Ableitungsschritte, führt aber alle möglichen Alternativen bei Regelanwendungen aus, so
erhält man die Menge S(G)k aller aus S in bis zu k Schritten ableitbaren Wörter; d.h.

S(G)k = {w | S
l

−→
P

w, l ≤ k}.

Es gilt offenbar S(G)k ⊆ S(G)m für k ≤ m. Es gilt genauer: S(G)0 = {S} und S(G)k+1 =
S(G)k∪{w | v−→

P
w, v ∈ S(G)k}. Denn nach Definition von Ableitungen kann man aus S

in 0 Schritten nur S ableiten, und eine Ableitung mit höchstens k+1 Schritten hat sogar
höchstens k Schritte oder setzt sich aus k Schritten gefolgt von einer weiteren direkten
Ableitung zusammen.

Insbesondere erweisen sich die Mengen S(G)k für k ∈ N als endlich. Denn S(G)0 ist
einelementig, und wenn nach Induktionsvoraussetzung S(G)k endlich ist, so muss es auch
S(G)k+1 sein. Letzteres ergibt sich daraus, dass die endlich vielen Wörter in S(G)k nur
endlich viele Teilwörter besitzen, also auch höchstens endlich viele linke Regelseiten, die
durch höchstens endlich viele rechte Regelseiten ersetzt werden können, da die Regelmenge
endlich ist.

Darüber hinaus ist S(G)k+1 aus S(G)k effektiv, d.h. algorithmisch herstellbar, da Suchen
und Ersetzen von Teilwörtern algorithmisch machbar sind.

Bezeichnet man die Menge aller aus S ableitbaren Zeichenketten mit S(G), so gilt offenbar:

S(G) =
⋃

k∈N

S(G)k,

denn jedes ableitbare Wort ist in einer bestimmten Schrittzahl ableitbar. Die Elemente von
S(G) nennt man Satzformen von G. Besteht eine Satzform nur aus terminalen Zeichen,
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so gehört sie zur erzeugten Sprache, d.h.

L(G) = S(G) ∩ T ∗.

Bildet man also die Mengen S(G)k für wachsende k, beginnend mit S(G)0, und filtert die
terminalen Wörter heraus, so erhält man einen algorithmischen Vorgang, bei dem nach
und nach jedes Wort aus L(G) entsteht. Dieses Verfahren ist in Abbildung 12 dargestellt.

-
G = (N,T, P, S)

S
∗

−→
P

-
. . . , w3, w2, w1

falls S
∗

−→
P

wi

∈ T ∗? -
. . . , wi2 , wi1

falls wij ∈ T ∗

Abbildung 12: Aufzählung der von einer Grammatik erzeugten Sprache

Mit anderen Worten erweist sich die von der Chomsky-Grammatik G erzeugte Sprache
als effektiv oder – wie man auch sagt – rekursiv aufzählbar.

20.2 Die halbe Miete

Will man von einer Zeichenkette wissen, ob sie zu einer erzeugten Sprache gehört oder
nicht, so kann man den Aufzählungsprozess starten. Erscheint dabei irgendwann die frag-
liche Zeichenkette, liegt sie in der gegebenen Sprache. Der positive Fall des Wortproblems
ist damit gelöst. Über den negativen Fall erfährt man auf diese Weise jedoch nichts, wenn
der Aufzählungsprozess nicht anhält, was gerade bei unendlichen Sprachen passiert. Denn
ist eine Zeichenkette zu einem bestimmten Zeitpunkt nicht aufgezählt, kann das noch
später oder gar nicht geschehen. Das Wortproblem ist so nur “halb” gelöst, was man auch
semi-entscheidbar nennt.

20.3 Erzeugbarkeit aufzählbarer Sprachen

Dass auch die Umkehrung gilt, dass also jede rekursiv aufzählbare – also durch einen Algo-
rithmus herstellbare – Menge von Zeichenketten von einer Chomsky-Grammatik erzeugt
werden kann, soll nicht bewiesen werden, da das zu viel Zeit und Mühe erforderte.

20.4 Unlösbarkeit des Wortproblems

In ihrer allgemeinen Form sind Chomsky-Grammatiken allerdings nur bedingt für die
Definition der Syntax von Programmiersprachen geeignet, weil nicht zu jeder definierbaren
Syntax auch eine Syntaxanalyse möglich ist. Auch das soll nicht formal bewiesen.
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20.5 Ausschöpfende Suche in die Breite mit roher Gewalt

Das der Aufzählung der erzeugten Sprache in Punkt 1 zugrundeliegende Verfahren, das
in Abbildung 13 skizziert ist, lässt sich bei vielen Arten regelbasierter Systeme anwenden:
Man beginnt mit einem Anfangszustand oder einem Eingabezustand, wendet wiederholt
auf alle entstehenden Zwischenzustände alle möglichen Regeln an, wie und wo immer es
geht, und filtert dann nach einem bestimmten Kriterium Ausgabe- oder Endzustände aus
den erreichten und produzierten Zwischenzuständen heraus.

-

regelbasiertes

System
Start

∗
=⇒ -

. . . , s3, s2, s1
Test -

. . . , si2 , si1

Abbildung 13: Allgemeine Funktionsweise regelbasierter Systeme

Im Zusammenhang mit regelbasierten Systemen der Künstlichen Intelligenz und mit Ex-
pertensystemen sowie in der Logistik wird das Verfahren oft ausschöpfende Suche ge-
nannt. In der Algorithmen- und Komplexitätstheorie ist das Verfahren ebenfalls bekannt
und wird dort häufig als “rohe Gewalt” (brute force) eingesetzt, weil einfach alles durch-
probiert wird. Zählt man alle Möglichkeiten nach der Systematik in Abschnitt 20.1 auf,
d.h. nach wachsender Ableitungslänge bzw. wachsender Zahl von Regelanwendungen, so
spricht man häufig auch von Breitensuche (breadth first search).
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21 Lösbarkeit des Wortproblems für monotone Gram-

matiken

Wie im vorigen Kapitel erwähnt, kann die Lösbarkeit des Wortproblems nicht für alle
Chomsky-Grammatiken garantiert werden, sondern höchstens für geeignete Spezialfälle.
Außerdem hat sich gezeigt, dass die halbe Lösung, die durch den Aufzählungsprozess
gegeben ist, deshalb nicht zu einer ganzen gemacht werden kann, weil man nicht weiß,
wann der Prozess als erfolglos abgebrochen werden darf.

Die Situation ändert sich, wenn man monotone Grammatiken betrachtet, in deren Produk-
tionen keine rechte Seite kürzer als die linke Seite ist. Dann können Wörter während des
Ableitens auch nicht kürzer werden. Will man in einem solchen Fall von einer Zeichenkette
wissen, ob sie zur erzeugten Sprache gehört oder nicht, kann man beim Aufzählungsprozess
auf längere Zeichenketten verzichten. Die Zahl der Zeichenketten bis zu einer bestimm-
ten Länge ist aber endlich, so dass jede Aufzählung solcher Zeichenketten nach endlich
vielen Schritten abbrechen muss. Das ist der Schlüssel zur Lösung des Wortproblems für
monotone Grammatiken. Allerdings ist der angegebene Algorithmus exponentiell, und
ein polynomieller ist nicht bekannt, so dass auch monotone Grammatiken für praktische
Anwendungen nicht geeignet sind, wenn die Lösbarkeit des Wortproblems wichtig ist.

21.1 Monotone Grammatiken

Eine Chomsky-Grammatik G = (N, T, P, S) wird monoton genannt, wenn für jede Pro-
duktion u ::= v ∈ P |u| ≤ |v| gilt.5

Für einen Ableitungsschritt w = xuy −→
u ::= v

xvy = w′ gilt dann offenbar:

|w| = |x|+ |u|+ |y| ≤ |x|+ |v|+ |y| = |w′|,

so dass durch einfache Induktion über die Länge von Ableitungen auch folgt:

|w| ≤ |w′| für w
∗

−→
P

w′.

Wenn man ein bestimmtes Wort der Länge n aus dem Startsymbol S ableiten will, treten
zwischendurch also niemals längere Wörter auf. Wörter bis zur Länge n gibt es aber nur
endlich viele, deren Zahl mit Kn bezeichnet wird. Denn es gilt für ein Alphabet A mit k
Elementen:6

#{w ∈ A∗ | |w| ≤ n} = 1 + k + k2 + . . .+ kn =
n

∑

i=0

ki = Kn < ∞.

5Für ein Wort v bezeichnet |v| die Länge.
6Für eine endliche Menge X bezeichnet #X die Zahl der Elemente.
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21.2 Lösung des Wortproblems für monotone Grammatiken

Theorem 16
Für jede monotone Grammatik G = (N, T, P, S) ist das Wortproblem lösbar.

Beweis.
Sei w0 ∈ T ∗ mit |w0| = n. Ohne Einschränkung kann man n ≥ 1 annehmen, weil das
leere Wort niemals von einer monotonen Grammatik erzeugt wird. Für jedes k ≥ 0 sei Sk

die Menge aller in höchstens k Schritten aus S ableitbaren Wörter, deren Länge n nicht
überschreitet; d.h.

Sk = {w ∈ (N ∪ T )∗ | S
j

−→
P

w, j ≤ k, |w| ≤ n}.

Offenbar gilt S0 = {S}, und Sk+1 lässt sich folgendermaßen aus Sk konstruieren:

Sk+1 = Sk ∪ {w ∈ (N ∪ T )∗ | v−→
P

w, v ∈ Sk, |w| ≤ n}. (∗)

Damit ist nach Definition Sk ⊆ Sk+1, und wenn ein m ∈ N existiert mit Sm = Sm+1, so
folgt

Sm = Sm+1 = Sm+2 = . . . .

Da G nur endlich viele Produktionen hat, lässt sich leicht ein Algorithmus angeben, der
ausgehend von S0 = {S} unter Verwendung von (∗) die Mengen Sk rekursiv konstruiert.

Falls es nun eine natürliche Zahl m gibt, so dass Sm = Sm+1 gilt, wäre unser Wortproblem
entschieden, denn es gilt: S

∗
−→
P

w0 gdw. w0 ∈ Sm. Denn S
∗

−→
P

w0 impliziert w0 ∈ Sk, wobei

k die Länge der Ableitungskette ist. Für k ≤ m gilt aber Sk ⊆ Sm und für k > m gilt
Sm = Sk nach Voraussetzung, also w0 ∈ Sm. Die Umkehrung ist offenbar.

Es bleibt also die Existenz eines m mit Sm = Sm+1 zu zeigen. Nun gilt aber für alle k ≥ 0
und alle w ∈ Sk, dass |w| ≤ n und damit

#Sk ≤ {w ∈ (N ∪ T )∗ | |w| ≤ n} = Kn < ∞.

Wegen Sk ⊆ Sk+1 muss also nach spätestens m = Kn Schritten Sm+1 = Sm gelten. ⊓⊔

21.3 So ein Aufwand

Der Algorithmus, der das Wortproblem für monotone Grammatiken löst, sammelt – be-
ginnend mit dem Startsymbol – alle Wörter bis zu einer vorgegebenen Länge auf, die
sich mit wachsender Schrittzahl ableiten lassen, bis keine neuen Wörter mehr hinzukom-
men. Die resultierende Menge Sm kann im schlechtesten Fall Kn Elemente enthalten,
also exponentiell viele, falls das Alphabet mindestens zwei Elemente enthält. Deshalb ist
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der Algorithmus im schlechtesten Fall, der aber oft eintrifft, exponentiell und damit für
praktische Zwecke unbrauchbar.

Es ist jedoch noch ungeklärt, ob es nicht eine polynomielle Lösung des Wortproblems
monotoner Grammatiken gibt. Dies wird allerdings von Fachleuten für unwahrscheinlich
gehalten.

Wenn man die jeweils nächste erfolgversprechende Regelanwendung richtig raten könnte,
müsste man sich zwischendurch nur das bisher abgeleitete Wort merken, dessen Länge
durch die Länge der Eingabe beschränkt ist. Probleme, die sich so lösen lassen, gehören
zur Klasse NP-SPACE, wobei das “N” für nichtdeterministisch steht (und auf das Raten
verweist) und “P-SPACE” auf den polynomiellen Platzbedarf verweist. Man weiß, dass die
Klassen NP-SPACE und P-SPACE übereinstimmen, weil man den Nichtdeterminismus
immer z.B. durch Backtracking beseitigen kann. Das Interessante an diesen Problem-
klassen ist, dass sie zu den größten bekannten gehören, die noch polynomiell lösbar sein
könnten.
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22 Das Cocke-Kasami-Younger-Verfahren

Das Verfahren von Cocke, Kasami und Younger ist eine Lösung des Wortproblems kontext-
freier Grammatiken in Chomsky-Normalform. Es beruht auf dem Kontextfreiheitslemma
und hat kubischen Aufwand.

Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform,7 d.h. für jede
Produktion A ::= r ist r ∈ T oder r ∈ N2. Will man wissen, ob ein Wort w ∈ T ∗ aus
einem nichtterminalen Zeichen A ∈ N ableitbar ist, ob also A

∗
−→w gilt, gibt es nur zwei

relevante Fälle, in denen die Antwort positiv ausfällt:

1. |w| = 1 und A ::=w ∈ P oder

2. |w| > 1 und es existieren A ::=BC ∈ P sowie B
∗

−→u, C
∗

−→ v mit w = uv.

Wegen der Chomsky-Normalform leitet kein nichtterminales Zeichen das leere Wort ab.
Außerdem hat die Ableitung A

∗
−→w immer mindestens einen ersten Schritt A−→ r für

A ::= r ∈ P . Ist r ∈ T , muss die restliche Ableitung r
∗

−→w die Länge 0 haben, d.h. r = w.
Ist r = BC für B,C ∈ N , dann induziert die restliche Ableitung r = BC

∗
−→w nach dem

Kontextfreiheitslemma zwei Ableitungen B
∗

−→ u und C
∗

−→ v mit w = uv. Außerdem hat
damit w mindestens die Länge 2. Das ergibt insgesamt die beiden genannten Fälle, wenn
man beachtet, dass die jeweiligen Rückrichtungen offensichtlich sind.

Um also für terminale Wörter der Länge 1 die Ableitbarkeit aus einem nichtterminalen
Zeichen zu prüfen, muss man nur die terminierenden Regeln anschauen. Um sie für länge-
re Wörter zu prüfen, muss man die nichtterminalen Regeln anschauen und das Wort in
zwei Teile teilen. Das Anfangsstück muss aus dem ersten, das Endstück aus dem zwei-
ten nichtterminalen Zeichen der rechten Regelseite ableitbar sein. Das ist dieselbe Frage,
aber für kürzere Wörter, so dass diese Rekursion nach endlich vielen Schritten abbricht.
Beachtet man noch, dass bei weiteren Zerlegungen der Wörter beliebige Teilwörter des
ursprünglichen Wortes entstehen können, erhält man folgende Formulierung der obigen
beiden Fälle, wobei als Gesamtwort x1 · · ·xn (mit xl ∈ T für l = 1, . . . , n) und als Teilwort
xi · · ·xi+j−1 für i = 1, . . . , n und j = 1, . . . , n− i+ 1 betrachtet werden:

A
∗

−→ xi · · ·xi+j−1 gdw.

• j = 1 und A ::=xi ∈ P oder
• j > 1, A ::=BC ∈ P und es existiert k mit 1 ≤ k < j derart, dass
B

∗
−→xi · · ·xi+k−1 und C

∗
−→xi+k · · ·xi+j−1.

Das liefert ein Verfahren, um die nichtterminalen Zeichen zu bestimmen, aus denen sich
Teilwörter von x1 · · ·xn ableiten lassen.

7Zu jeder kontextfreien Grammatik, die nicht das leere Wort erzeugt, kann eine kontextfreie Gramma-
tik in dieser Form konstruiert werden, die dieselbe Sprache erzeugt. Genaueres lässt sich z.B. in [HMU02,
Kapitel 7] oder [EP00, Abschnitt 6.2 und 6.3] nachlesen.
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Seien für i = 1, . . . , n und j = 1, . . . , n− i+ 1

CELLi,j = {A ∈ N | A
∗

−→ xi · · ·xi+j−1}.

Dann können diese “Zellen” nach der obigen Überlegung folgendermaßen berechnet wer-
den:

• Für i = 1, . . . , n: CELLi,1 = {A ∈ N | A ::= xi ∈ P};
• für j = 2, . . . , n und i = 1, . . . , n− j + 1:

CELLi,j =

j−1
⋃

k=1

{A ∈ N | A ::=BC ∈ P, B ∈ CELLi,k, C ∈ CELLi+k,j−k}.

Damit ist auch das Wortproblem für G gelöst, denn es gilt:

x1 · · ·xn ∈ L(G) gdw. S
∗

−→ x1 · · ·xn gdw. S ∈ CELL1,n.

Da es für jedes j = 1, . . . , n jeweils n− j +1 Zellen mit j als zweitem Index gibt, müssen
insgesamt

n
∑

j=1

(n− j + 1) =
n · (n+ 1)

2
≤ n2

Zellen berechnet werden. Für die Zellen CELLi,1 geht das bei einer gegebenen Grammatik
in konstanter Zeit, weil nur die gegebenen terminierenden Produktionen gefunden werden
müssen. Um eine Zelle CELLi,j mit j > 1 zu bilden, muss man für k = 1, . . . , j−1 auf die
Zellenpaare CELLi,k und CELLi+k,j−k zugreifen. Man kann annehmen, dass die bereits
berechnet sind, weil ihre zweiten Indizes kleiner als das aktuelle j sind. Jede dieser Zellen
enthält eine beschränkte Zahl von nichtterminalen Zeichen (höchstens #N viele). Aus den
j − 1 Zellenpaaren sind die beschränkt vielen Elementpaare zu bilden (höchstens #N2

viele) und mit den rechten Seiten der Produktionen zu vergleichen. Auch das sind nur
beschränkt viele Möglichkeiten. Für jede der höchstens quadratisch vielen Zellen muss
man also höchstens linear viele Zellenpaare beschränkt lange bearbeiten, was insgesamt
eine Zahl von Rechenschritten ergibt, die proportional zu n3 ist, also kubisch.
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23 Die Chomsky-Hierarchie

Wie in Abschnitt 20.4 erwähnt wurde, haben Chomsky-Grammatiken die ungünstige
Eigenschaft, dass das Wortproblem für die erzeugten Sprachen im allgemeinen unent-
scheidbar ist. Grammatiken, die solche Sprachen erzeugen, sind z.B. für die Definition der
Syntax von Programmiersprachen offenbar ungeeignet. Es stellt sich daher die Frage, ob
man durch geeignete zusätzliche Bedingungen – insbesondere an die Form der Regeln –
zu eingeschränkten Klassen von Chomsky-Grammatiken gelangen kann, die bessere Ei-
genschaften haben, aber trotzdem noch genügend Allgemeinheit besitzen. Dies führt zur
sogenannten Chomsky-Hierarchie. Wie der Name andeutet, handelt es sich dabei um eine
Hierarchie mehr oder weniger eingeschränkter Typen von Chomsky-Grammatiken.

Eine Chomsky-Grammatik G = (N, T, P, S) ist

(1) kontext-sensitiv, falls alle Regeln in P die Form u1Au2 ::=u1vu2 haben, wobei
u1, u2, v ∈ (N ∪ T )∗, v 6= λ und A ∈ N ;

(2) kontextfrei, falls u ∈ N für alle Regeln u ::= v ∈ P ;
(3) rechtslinear (auch regulär genannt), falls für alle Regeln u ::= v ∈ P gilt, dass u ∈ N

und entweder v ∈ T ∗ oder v = v′B mit v′ ∈ T+ und B ∈ N . (Hierbei bezeichnet T+

die Menge T ∗ \ {λ}.)

Monotone und kontext-sensitive Grammatiken werden auch Grammatiken vom Typ 1 ge-
nannt, kontextfreie werden als Typ-2- und rechtslineare als Typ-3-Grammatiken bezeich-
net. Allgemeine Chomsky-Grammatiken werden Grammatiken vom Typ 0 genannt. Eine
Sprache L ist vom Typ i, wenn es eine Grammatik dieses Typs gibt, die L erzeugt.

Der folgende Satz rechtfertigt, warum diese Typeneinteilung nicht zwischen monotonen
und kontext-sensitiven Grammatiken unterscheidet.

Theorem 17
Monotone und kontext-sensitive Grammatiken erzeugen dieselbe Klasse von Sprachen.

Aus der Definition von kontext-sensitiven Grammatiken folgt sofort, dass sie monoton
sind. Umgekehrt lässt sich zeigen, dass zu jeder monotonen Grammatik eine kontext-
sensitive konstruiert werden kann, die dieselbe Sprache erzeugt (in einem solchen Fall
spricht man auch von einer Normalform-Grammatik). Wer genaueres wissen will, kann
den Beweis z.B. in [EP00, Satz 8.1.1] nachlesen.

Die Berechtigung, von einer Hierarchie zu sprechen, liefert der nächste Satz.

Theorem 18
Sei Li die Menge aller Sprachen des Typs i (i ∈ {0, . . . , 3}). Dann gilt:

1. L1 $ L0,
d.h. Monotonie bzw. Kontext-Sensitivität ist eine echte Einschränkung.

2. {L \ {λ} | L ∈ L2} $ L1,
d.h. bis auf die bei monotonen Grammatiken offenbar nicht bestehende Möglichkeit,
das leere Wort zu erzeugen, ist Kontextfreiheit eine echte Einschränkung gegenüber
Kontext-Sensitivität.
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3. L3 $ L2,
d.h. Rechtslinearität ist eine echte Einschränkung gegenüber Kontextfreiheit.

Aus der in Kapitel 21 behandelten Entscheidbarkeit des Wortproblems für Typ-1-
Sprachen lässt sich die erste Aussage des obigen Satzes – L1 $ L0 – als Folgerung ablei-
ten. Zusammen mit der Unentscheidbarkeit des Wortproblems im allgemeinen Fall ergibt
sich nämlich aus der Entscheidbarkeit für L1 die Ungleichheit L1 6= L0 (und L1 ⊆ L0 gilt
ohnehin per Definition).

Der Nachweis, dass die beiden anderen Inklusionen echt sind, wurde bereits im ersten Teil
des Skripts mit Hilfe der Pumping-Lemmata gezeigt.
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24 Ein unentscheidbares Problem für kontextfreie

Grammatiken

Was verrät die Syntax über die Semantik? Das ist eine Kernfrage der Informatik, weil die
semantische Ebene das Gewünschte und Interessierende repräsentiert, während nur die
syntaktischen Beschreibungen explizit verfügbar sind. Das Halteproblem für Programme
(und Turingmaschinen) und das Wortproblem für Grammatiken sind typische Probleme
dieser Art.

Dummerweise sind viele semantische Fragen an syntaktischen Gebilden unentscheidbar –
selbst dann noch, wenn man die Syntax stark einschränkt. Ein Beispiel dieser Art wird in
diesem Kapitel für kontextfreie Grammatiken vorgestellt. Während das Leerheitsproblem
für kontextfreie Grammatiken (L(G) = ∅ ?) entscheidbar ist, erweist sich bereits die Frage
nach der Leerheit des Durchschnitts zweier kontextfreier Sprachen (L(G1)∩L(G2) = ∅ ?)
als unentscheidbar.

Um das zu beweisen, werden Postsche Korrespondenzprobleme, deren Lösbarkeit bekannt-
lich unentscheidbar ist, auf das Durchschnittsleerheitsproblem reduziert. Solche Reduk-
tionen sind typisch für den Nachweis von Unentscheidbarkeit.

Betrachte dazu ein Postsches Korrespondenzproblem PCP = ((u1, . . . , un), (v1, . . . , vn))
über dem Alphabet T . PCP ist lösbar, wenn es eine nichtleere Indexfolge i1 · · · ik mit
ui1 · · ·uik = vi1 · · · vik gibt. Die Konkatenationen aus beiden Listen zu Indexfolgen lassen
sich gleichzeitig kontextfrei erzeugen, wenn man die zweite Konkatenation transponiert.
Die entsprechende Grammatik GPCP hat folgende Produktionen:

S ::= uiA trans(vi)
A ::=uiA trans(vi) | $

}

für i = 1, . . . , n.

Offensichtlich lassen sich damit aus S die terminalen Wörter der Form

ui1 · · ·uik$ trans(vik) · · · trans(vi1) = ui1 · · ·uik$ trans(vi1 · · · vik)

ableiten. Mit anderen Worten ist PCP genau dann lösbar, wenn L(GPCP ) ein Wort der
Form w$ trans(w) enthält.

Solche Wörter lassen sich aber bekanntlich durch eine kontextfreie Grammatik Gmirror

mit den Produktionen
S ::= $ | xSx für x ∈ T

erzeugen. Also ist PCP genau dann lösbar, wenn L(GPCP ) ∩ L(Gmirror ) 6= ∅.

Wäre nun das Durchschnittsleerheitsproblem für kontextfreie Grammatiken entscheidbar,
gälte das insbesondere für die Grammatiken GPCP und Gmirror , so dass sich die Lösbarkeit
von Postschen Korrespondenzproblemen als entscheidbar erwiese. Der Widerspruch ist
nur dadurch auflösbar, dass die Annahme falsch ist. Die Frage nach der Leerheit des
Durchschnitts von Sprachen, die von kontextfreien Grammatiken erzeugt werden, muss
also unentscheidbar sein.

76



Liefert eine Indexfolge eine Lösung für ein PCP , so bildet jede Wiederholung der In-
dexfolge ebenfalls eine Lösung. Ein PCP hat also unendlich viele Lösungen, wenn es
überhaupt Lösungen hat. Mit der obigen Übersetzung ist PCP genau dann lösbar, wenn
L(GPCP ) ∩ L(Gmirror ) unendlich ist. Die Frage nach der (Un-)Endlichkeit des Durch-
schnitts zweier kontextfrei erzeugter Sprachen erweist sich also ebenso wie die Frage nach
der Leerheit des Durchschnitts als unentscheidbar.

Das Wortproblem für den Durchschnitt ist übrigens entscheidbar, denn ein Wort liegt
genau dann im Durchschnitt, wenn es in beiden Sprachen liegt. Das Wortproblem für die
einzelnen kontextfreien Sprachen ist aber entscheidbar.
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25 Turing-Maschinen

Das Konzept der Turing-Maschine wurde von Alan Turing in den 30er Jahren des letzten
Jahrhunderts eingeführt und stellt damit eines der ältesten Berechenbarkeitsmodelle dar.
Die Idee war, den mechanischen Anteil des Rechnens mit Bleistift und Radiergummi auf
Papier formal zu fassen.

25.1 Begriff und Arbeitsweise

Eine Turing-Maschine TM funktioniert so: Sie befindet sich zu jeder Zeit in einem Zu-
stand, der aus einer vorgegebenen endlichen Menge S von Zuständen stammt, mit denen
sich also endlich viele verschiedene Fälle darstellen lassen. Sie hat ein Arbeitsband, das
aus einer linearen Kette von Zellen besteht, die von links nach rechts geordnet sind. Je-
de Zelle ist mit einem Zeichen aus einem endlichen Alphabet A beschrieben, das wir
Arbeitsalphabet nennen. Das Arbeitsalphabet enthält das Sonderzeichen 2, das unbe-
schriebene Zellen repräsentiert. Ist somit eine Zelle mit 2 beschrieben, wird sie – etwas
widersprüchlich – als unbeschrieben bezeichnet. Zu jeder Zeit ist das Band endlich lang,
kann aber unter bestimmten Umständen links und rechts durch unbeschriebene Zellen
verlängert werden. Außerdem hat die Maschine einen Lese-Schreib-Kopf, der entweder
am rechten Ende des Bandes oder auf einer der Zellen steht. Formal ist deshalb das Ar-
beitsband durch zwei Zeichenketten u, v ∈ A∗ beschrieben, wobei u den Bandinhalt links
vom Kopf und v den Bandinhalt rechts vom Kopf – einschließlich der aktuellen Zelle,
falls der Kopf nicht ganz rechts steht – darstellt. Abgesehen vom Arbeitsalphabet gibt es
ein endliches Eingabealphabet I, welches von A umfasst wird und das Sonderzeichen 2

nicht enthält. Zu Beginn befindet sich die Maschine in einem ausgezeichneten Anfangs-
zustand, der Lese-Schreib-Kopf steht ganz links und alle Zellen sind mit Zeichen aus
dem Eingabealphabet beschrieben (d.h. u = λ und v ∈ I∗). Die Maschine kann Arbeits-
schritte vollziehen, die von ihrem “Programm” – der Zustandsüberführungsrelation d –
abhängen. Diese ordnet jedem Zustand und jedem gelesenen Zeichen aus A mögliche Fol-
gezustände, mögliche zu schreibende Zeichen aus A und mögliche Bewegungen des Kopfes
zu. Als Bewegungen stehen zur Verfügung “l” für eine Zelle nach links,“r” für eine Zelle
nach rechts und “n” für Nicht-Bewegen. Ein konkreter Schritt ändert dann den aktuellen
Zustand sowie den Inhalt der Zelle unter dem Lese-Schreib-Kopf und führt eine Bewe-
gung aus – und das alles gemäß der Zustandsüberführungsrelation. Solche Arbeitsschritte
können beliebig wiederholt werden. Die Schrittfolge endet notwendigerweise, wenn die
Zustandsüberführungsrelation keinen Folgezustand mehr vorsieht. Das tritt insbesondere
ein, wenn der aktuelle Zustand ein Endzustand ist. Alles was in diesem Fall unter dem
Kopf und rechts davon steht, wird als Ergebnis der Berechnung angesehen, wenn da keine
Zelle unbeschrieben ist.
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Prozessor

x1 x2 . . . xm a y1 y2 . . . yn

� -

Diese Konzeption kann folgendermaßen formalisiert werden:

1. Eine Turing-Maschine ist ein System TM = (S, I, A, d, s0, F ), wobei S eine endliche
Menge von Zuständen, I ein endliches Eingabealphabet mit 2 /∈ I, A ein endliches
Arbeitsalphabet mit I ⊆ A und 2 ∈ A, s0 ∈ S ein Anfangszustand, F ⊆ S eine
Menge von Endzuständen und d eine Zustandsüberführungsrelation ist, die jedem
Zustand s ∈ S und jedem Zeichen a ∈ A eine Teilmenge d(s, a) ⊆ S × A× {n, l, r}
zuordnet. Dabei sind n, l und r drei Steuerzeichen.

2. TM ist deterministisch, falls d(s, a) für jedes s ∈ S und a ∈ A höchstens ein Element
enthält.

3. Eine Konfiguration hat die Form usv mit u, v ∈ A∗ und s ∈ S.
4. Eine Anfangskonfiguration hat die Form λs0w mit w ∈ I∗.
5. Eine Endkonfiguration hat die Form us′v2z mit u, z ∈ A∗, s′ ∈ F und v ∈ I∗.
6. Folgekonfigurationen entstehen für alle s, s′ ∈ S, u, v ∈ A∗ und a, b, c ∈ A wie folgt:

(i) usav us′bv, falls (s′, b, n) ∈ d(s, a)
(ii) usav ubs′v, falls (s′, b, r) ∈ d(s, a)
(iii) ucsav us′cbv
(iv) λsav s′2bv

}

falls (s′, b, l) ∈ d(s, a)

(v) usλ us2

Beachte, dass für v = λ im Fall (ii) der Lese-Schreib-Kopf in der Folgekonfiguration
ubs′v nicht über einer Zelle steht, sondern am rechten Ende des Bandes. Um in
diesem Fall weitere Folgekonfigurationen zu bilden, muss man mit dem in Fall (v)
beschriebenen Übergang ganz rechts eine neue unbeschriebene Zelle erschaffen, über
der sich dann auch der Lese-Schreib-Kopf befindet.

7. Die Arbeitsweise der Turing-Maschine besteht in der beliebigen Iteration solcher
Konfigurationsübergänge:

u1s1v1 u2s2v2 · · · ukskvk,

wofür kurz auch u1s1v1
k−1ukskvk geschrieben werden kann, wenn die Zwischen-

schritte nicht explizit gebraucht werden. Ist auch die Schrittzahl unwesentlich, kann
k − 1 durch ∗ ersetzt werden.

8. Eine (partielle) Funktion f : I∗ → I∗ wird von einer Turing-Maschine TM berechnet,
falls für alle v, w ∈ I∗ gilt:

f(w) = v gdw. λs0w
∗ us′v2z für geeignete u, z ∈ A∗, s′ ∈ F.
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In diesem Fall wird f auch mit fTM bezeichnet.
9. Turing-Maschinen können nicht nur Funktionen berechnen, sondern definieren auch

Sprachen. Ein Wort w aus I∗ gehört zu der Sprache einer Turing-Maschine TM ,
wenn sie bei Eingabe von w in einen Endzustand gelangen kann, d.h.

L(TM) = {w ∈ I∗ | λs0w
∗ us′v, u, v ∈ A∗, s′ ∈ F}

25.2 Deterministische Turing-Maschinen

Während bei einer beliebigen Turing-Maschine eine Konfiguration mehrere Folgekonfi-
gurationen besitzen kann, ist bei einer deterministischen Maschine immer höchstens ein
Übergang möglich. Jede Anfangskonfiguration kann also in genau einer Weise durch Kon-
figurationsübergänge ausgerechnet werden, wobei die Übergänge entweder unendlich fort-
setzbar sind und die Maschine nicht hält, oder aber die Folge in einer Konfiguration
endet, zu der es keine Folgekonfiguration gibt. Ist diese eine Endkonfiguration, so ist die
Berechnung erfolgreich. Sonst hält die Maschine ohne Ergebnis.

Ohne Beweis sei angemerkt, dass deterministische und nichtdeterministische Turing-Ma-
schinen dieselbe Klasse von Funktionen berechnen.
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26 Anmerkung zur Literatur

Wer sich über das Skript hinaus über Automaten und formale Sprachen informieren
möchte, denen sei [HMU02] als das grundlegende Werk zur theoretischen Informatik emp-
fohlen. Die englische Ausgabe [HMU07] ist 2001 unter dem Titel Introduction to Automata
Theory, Languages, and Computation im selben Verlag erschienen.

Weitere Bücher, in denen die Themen dieses Skripts unter anderen behandelt werden, sind
z.B. [LP81, Koz97, Sch03, ST99, EP00, Hed00, VW06, AB02, Soc03, Sud06, Hol07, Ric07].
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