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Hinweis

Dieses Skript ist als Hilfestellung fiir Studierende gedacht. Trotz grofser Sorgfalt beim
Erstellen kann keine Garantie fiir Fehlerfreiheit iibernommen werden. Es wird explizit
darauf hingewiesen, dass der priifungsrelevante Stoff durch die Vorlesung bestimmt wird
und mit dem Skriptinhalt nicht vollstdndig iibereinstimmen muss.

Dieses Skript ist eine erweiterte und modifizierte Version eines Vorlesungsskriptes von
Franz Baader.



Einfihrung

Die theoretische Informatik beschéftigt sich mit zentralen Fragestellungen der Informa-
tik wie etwa den prinzipiellen Grenzen der Berechenbarkeit. Zentrale Methoden sind die
Abstraktion und die Modellbildung, d.h. es werden die zentralen Konzepte und Metho-
den der Informatik identifiziert und in abstrakter Form beschrieben und studiert. Daraus
ergibt sich eine Sammlung mathematischer Theorien, die die Grundlage fiir zahlreiche
andere Teilgebiete der Informatik bildet.

Die theoretische Informatik ist in zahlreiche Teilgebiete untergliedert, wie etwa die Kom-
plexitétstheorie, die Algorithmentheorie, die Kryptographie und die Datenbanktheorie.
Die Lehrveranstaltungen , Theoretische Informatik 1 + 2 “ geben eine Einfiihrung in
folgende zwei zentrale Bereiche der theoretischen Informatik:

Automatentheorie und formale Sprachen'

Behandelt in Theoretische Informatik 1 / Teile I + II dieses Skriptes

Im Mittelpunkt stehen Warter und formale Sprachen (Mengen von Wortern).
Diese sind ein niitzliches Abstraktionsmittel in der Informatik. Man kann z.B. die
Eingabe oder Ausgabe eines Programmes als Wort betrachten und die Menge der
syntaktisch korrekten Eingaben als Sprache. Wichtige Fragestellungen sind z.B.:

e Was sind geeignete Beschreibungsmittel fiir (meist unendliche) formale Spra-
chen? (z.B. Automaten und Grammatiken)

e Was fiir verschiedene Typen von Sprachen lassen sich unterscheiden?

e Was fiir Eigenschaften haben die verschiedenen Sprachtypen?

Berechenbarkeit und Komplexitéit'

Behandelt in Theoretische Informatik 2 / Teile III + IV dieses Skriptes

Hier geht es darum, welche Probleme und Funktionen prinzipiell berechenbar sind
und welche nicht. Ausserdem wird untersucht, welcher zeitliche Aufwand zur Be-
rechnung eines Problems / einer Funktion notwendig ist (unabhéngig vom konkre-
ten Algorithmus). Wichtige Fragestellungen sind z.B.:
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Was fiir Berechenbarkeitsmodelle gibt es und wie verhalten sich diese zuein-
ander?

Gibt es Funktionen oder Mengen, die prinzipiell nicht berechenbar sind?

Kann man jede berechenbare Funktion mit akzeptablem Zeit- und Speicher-
platzaufwand berechnen?

Fiir in der Informatik héufig auftretende Probleme/Funktionen: wie viel Zeit
und Speicherplatz braucht man mindestens, also bei optimalem Algorithmus?




Teil I 4+ IlI: Automatentheorie und
formale Sprachen

Formale Sprachen, also (endliche oder unendliche) Mengen von Wértern, sind ein wich-
tiger Abstraktionsmechanismus der Informatik. Hier ein paar Anwendungsbeispiele:

e Die Menge aller wohlgeformten Programme in einer gegebenen Programmierspra-
che wir Pascal, Java, oder C+-+ ist eine formale Sprache.

e Die Menge aller wohlgeformten Eingaben fiir ein Programm oder eine Form auf
einer Webseite (z.B. Menge aller Kontonummern / Menge aller Geburtsdaten) ist
eine formale Sprache.

e Jeder Suchausdruck (z.B. Linux Regular Expression) definiert eine formale Spra-
che: die Menge der Dokumente, in der der Ausdruck zu finden ist.

o Kommunikationsprotokolle: z.B. die Menge aller wohlgeformten TCP-Pakete ist
eine formale Sprache.

e Das “erlaubte” Verhalten von Soft- und Hardwaresystemen kann in sehr natiirlicher
Weise als formale Sprache modelliert werden.

Wir beginnen mit einem kurzen Uberblick iiber die zentralen Betrachtungsgegenstinde
und Fragestellungen.

1. Charakterisierung:

Niitzliche und interessante formale Sprachen sind i.d.R. unendlich, wie in allen
obigen Beispielen (es gibt zum Beispiel unendlich viele wohlgeformte Pascal-Pro-
gramme). Wie beschreibt man derartige Sprachen mit endlichem Aufwand?

o Automaten oder Maschinen, die genau die Elemente der Menge akzeptieren.
Wir werden viele verschiedene Automatenmodelle kennenlernen, wie z.B. end-
liche Automaten, Kellerautomaten und Turingmaschinen.

e Grammatiken, die genau die Elemente der Menge generieren; auch hier gibt
es viele verschiedene Typen, z.B. rechtslineare Grammatiken und kontextfreie
Grammatiken (vgl. auch VL  Praktische Informatik®: kontextfreie Gramma-
tiken (EBNF) zur Beschreibung der Syntax von Programmiersprachen).

o Ausdriicke, die beschreiben, wie man die Sprache aus Basissprachen mit Hilfe
gewisser Operationen (z.B. Vereinigung) erzeugen kann.
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Abhéngig von dem verwendeten Automaten-/Grammatiktyp erhdlt man verschie-
dene Klassen von Sprachen. Wir werden hier die vier wichtigsten Klassen betrach-
ten, die in der Chomsky-Hierarchie zusammengefasst sind:

Klasse Automatentyp Grammatiktyp
Typ O Turingmaschine (TM) | allgemeine Chomsky-Grammatik
Typ 1 | TM mit linearer Bandbeschrankung kontextsensitive Grammatik
Typ 2 Kellerautomat kontextfreie Grammatik
Typ 3 endlicher Automat einseitig lineare Grammatik

Bei Typ 3 existiert auch eine Beschreibung durch reguldre Ausdriicke. Am wich-
tigsten sind die Typen 2 und 3; beispielsweise kann Typ 2 weitgehend die Syntax
von Programmiersprachen beschreiben.

2. Welche Fragen sind fiir eine Sprachklasse entscheidbar und mit welchem Aufwand?
Die folgenden Probleme werden eine zentrale Rolle spielen:

e Wortproblem: gegeben eine Beschreibung der Sprache L (z.B. durch Automat,
Grammatik, Ausdruck, ...) und ein Wort w. Gehort w zu L7

Anwendungsbeispiele:

— Programmiersprache, deren Syntax durch eine kontextfreie Grammatik
beschrieben ist. Entscheide fiir ein gegebenes Programm P, ob dieses
syntaktisch korrekt ist.

— Suchpattern fiir Textdateien sind haufig reguldre Ausdriicke. Suche die
Dateien (Worter), die das Suchpattern enthalten (zu der von ihm be-
schriebenen Sprache gehoren).

e Leerheitsproblem: gegeben eine Beschreibung der Sprache L. Ist L leer?

Anwendungsbeispiel:

Wenn ein Suchpattern die leere Sprache beschreibt, so muss man die Dateien
nicht durchsuchen, sondern kann ohne weiteren Aufwand melden, dass das
Pattern nicht sinnvoll ist.

o Aquivalenzproblem: Beschreiben zwei verschiedene Beschreibungen dieselbe
Sprache?

Anwendungsbeispiel:

Jemand vereinfacht die Grammatik einer Programmiersprache, um sie iiber-
sichtlicher zu gestalten. Beschreibt die vereinfachte Grammatik wirklich die-
selbe Sprache wie die urspriingliche?

3. Welche Abschlusseigenschaften hat eine Sprachklasse?

z.B. Abschluss unter Durchschnitt, Vereinigung und Komplement: wenn Ly, Ly in
der Sprachklasse enthalten, sind es dann auch L, N Lo, Ly U Lo, Lq7?
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Anwendungsbeispiele:

e Suchpattern: Suche nach Dateien, die das Pattern nicht enthalten (Komple-
ment) oder die zwei Pattern enthalten (Durchschnitt).

e Reduziere das Aquivalenzproblem auf das Leerheitsproblem, ohne die gewéhl-
te Klasse von Sprachen zu verlassen: Statt ,,L; = L7 entscheidet man, ob
(Ll N LQ) U (LQ N L1> leer ist.

Abgesehen von ihrer direkten Niitzlichkeit fiir verschiedene Informatik-Anwendungen
stellen sich alle diese Fragestellungen als mathematisch sehr interessant heraus. Zusam-
mengenommen bilden Sie eine wichtige formale Grundlage der Informatik.




|. Endliche Automaten und
Regulare Sprachen

0. Grundbegriffe

Die grundlegenden Begriffe der Vorlesung “Theoretische Informatik 17 sind Worter und
formale Sprachen.

Worter und Formale Sprachen

Alphabet. Ein Alphabet ist eine endliche Menge von Symbolen. Beispiele sind:

e > ={ab,c,....,z}

e X ={0,1};

e X3 ={0,...,9}U{ };

e Y, = { program, const, var,label, procedure, function, type, begin, end, if, then,

else, case, of, repeat, until, while, do, for, to } U{ VAR, VALUE, FUNCTION }

Als Symbol (Platzhalter) fiir Alphabetssymbole benutzen wir in der Regel a,b,c,....
Alphabete bezeichnen wir meist mit X.

Obwohl die Symbole von ¥4 aus mehreren Buchstaben der {iblichen Schriftsprache beste-
hen, betrachten wir sie doch als unteilbare Symbole. Die Elemente von ¥4 sind genau die
Schliisselworte der Programmiersprache Pascal. Konkrete Variablennamen, Werte und
Funktionsaufrufe sind zu den Schliisselworten VAR, VALUE, FUNCTION abstrahiert,
um Endlichkeit des Alphabetes zu gewéhrleisten.

Wort. Ein Wort ist eine endliche Folge von Symbolen. Ein Wort w = a; - - - a,, mit a; € X
heift Wort diber dem Alphabet 3. Beispiele sind:

e w = abc ist ein Wort tiber Yq;
e w = 1000110 ist ein Wort iiber X;
w = 10,0221,4292, , ist ein Wort iiber X3;

Jedes Pascalprogramm kann als Wort iiber Y, betrachtet werden, wenn man jede
konkrete Variable durch das Schliisselwort VAR ersetzt, jeden Wert durch VALUE
und jeden Funktionsaufruf durch FUNCTION.
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Als Symbol fiir Worter verwenden wir meist w, v, u. Die Lange eines Wortes w wird mit
|w| bezeichnet, es gilt also z.B. |aba| = 3. Manchmal ist es praktisch, auch die Anzahl
Vorkommen eines Symbols a in einem Wort w in kurzer Weise beschreiben zu koénnen.
Wir verwenden hierfiir |w|,, es gilt also z.B. |abal, = 2, |abal, = 1, |aba|. = 0. Einen
Spezialfall stellt das leere Wort dar, also die leere Folge von Symbolen. Dieses wird durch
¢ bezeichnet. Es ist das einzige Wort mit |w| = 0.

Formale Sprache. Eine (formale) Sprache ist eine Menge von Woértern. Mit ¥* be-
zeichnen wir die Sprache, die aus allen Wortern iiber dem Alphabet ¥ bestehen, also
z.B.

{a,b}* ={e,a,b,aa,ab,ba,bb,aaa,aab, ...}

Eine Sprache L C ¥* heifit Sprache tiber dem Alphabet Y. Beispiele sind:
o L=10
o L = {abc}
e L. ={a,b,c,ab,ac,bc}
o L={we€e{a,...,z}" | wist ein Wort der deutschen Sprache }
o [ als Menge aller Worte tiber >4, die wohlgeformte Pascal-Programme beschreiben

Als Symbol Platzhalter fiir Sprachen verwenden wir meist L. Beachten Sie, dass Sprachen
sowohl endlich als auch unendlich sein konnen. Interessant sind meist nur unendliche
Sprachen. Als niitzliche Abkiirzung fithren wir X7 fiir die Menge ¥* \ {¢} aller nicht-
leeren Worter iiber X ein. Sowohl ¥* als auch X7 sind offensichtlich unendliche Sprachen.

Operationen auf Sprachen und Woértern

Im folgenden werden wir sehr viel mit Wortern und formalen Sprachen umgehen. Dazu
verwenden wir in erster Linie die folgenden Operationen.

Prafix, Suffix, Infix: Zu den natiirlichsten und einfachsten Operationen auf Wortern
gehort das Bilden von Préfixen, Suffixen und Infixen:

u 1st Prafix von v wenn v = ww fiir ein w € X*.
w 1st Suffix von v wenn v = wu fir ein w € X*.
w ist Infix von v wenn v = wyuwsy fiir wy, wy € X%,

Die Prifixe von aabbce sind also beispielsweise a, aa, aab, aabb, aabbe, aabbee. Dieses
Wort hat 21 Infixe (Teilworter).

Konkatenation: Eine Operation, die auf Worter sowie auf Sprachen angewendet wer-
den kann. Auf Wortern v und v bezeichnet die Konkatenation w - v das Wort
uv, das man durch einfaches “Hintereinanderschreiben” erhélt. Es gilt also z.B.
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abb - ab = abbab. Auf Sprachen bezeichnet die Konkatenation das Hintereinander-
schreiben beliebiger Worte aus den beteiligten Sprachen:

Ly-Ly:={u-v|(ue€Ll)A(ve L)}
Es gilt also z.B.
{aa,a} - {ab,b, aba} = {aaab, aab, aaaba, ab, aaba}.
Sowohl auf Sprachen als auch auf Woértern wird der Konkatenationspunkt héufig

weggelassen, wir schreiben also z.B. L L, statt Ly - Ls.

Man beachte, dass ) - L = L - = (). Konkatenation ist assoziativ, es gilt also
(Ly - Lg) - Ly = Ly - (L - L3). Sie ist nicht kommutativ, im allgemeinen gilt also
nicht L1 : L2 = L2 . Ll.

Um wiederholte Konkatenation desselben Wortes zu beschreiben, verwenden wir
folgende Notation: fiir ein Wort w € ¥* und ein n > 0 bezeichnet w™ das Wort,
das wir durch n-malige Konkatenation von w erhalten, also zum Beispiel (abc)® =
abcabcabe (aber abc® = abeee). Wir definieren w® = ¢ fiir jedes Wort w.

Boolesche Operationen: Es handelt sich um die iiblichen Booleschen Mengenopera-
tionen, angewendet auf formale Sprachen:

Vereinigung Ly U Ly = {w|w € Ly oder w € Ly}
Durchschnitt Ly N Ly = {w|wé€ Ly und w € Ly}
Komplement Ly = {wlweX Aw¢L}

Vereinigung und Durchschnitt sind sowohl assoziativ als auch kommutativ.

Kleene-Stern: Der Kleene-Stern bezeichnet die beliebig (aber nur endlich) oft iterierte
Konkatenation. Gegeben eine Sprache L definiert man zunéchst induktive Sprachen

L° L', ... und darauf basierend dann die Anwendung des Kleene-Sterns erhaltene
Sprache L*:
LY = {e}
Lt = I L
L* = U, L"

Fiir L = {a,ab} gilt also z.B. LY = {¢}, L' = L, L* = {aa, aab, aba, abab}, etc.
Offensichtlich ist L* unendlich gdw. (genau dann, wenn) L # ().

Man beachte, dass das leere Wort per Definition immer in L* enthalten ist, un-
abhéngig davon, was L fiir eine Sprache ist. Manchmal verwenden wir auch die
Variante ohne das leere Wort:

Lt =L =1L\ {e}.

n>1

12



Grundbegriffe

Einige einfache Beobachtungen sind 0* = {e}, (L*)* = L* und L* - L* = L*. Es ist
hier wichtig, () (die leere Sprache), {e} (die Sprache, die das leere Wort enthélt)
und ¢ (das leere Wort) sorgsam auseinander zu halten.

Etwas informeller konnte man den Kleene-Stern also auch wie folgt definieren:

L*={e}u{w|Juy,...;un €EL:w=1uy-ug----up}.

13



Endliche Automaten

1. Endliche Automaten

Endliche Automaten stellen ein einfaches und dennoch sehr niitzliches Mittel zum Be-
schreiben von formalen Sprachen dar. Sie konnen als Abstraktion eines (Hardware- oder
Software-) Systems aufgefasst werden. Die charakteristischen Merkmale eines endlichen
Automaten sind

e cine endliche Menge von Zusténden, in denen sich der Automat befinden kann

Ein Zustand beschreibt die aktuelle Konfiguration des Systems. In unserem Kon-
text ist ein Zustand lediglich ein Symbol (bzw. ein Name) wie qg, ¢1, etc. Insbe-
sondere wird nicht nédher beschrieben, was genau diesen Zustand ausmacht (etwa
eine bestimmte Belegung eines Registers mit einem konkreten Wert).

o festen Ubergingsregeln zwischen Zustinden in Abhéngigkeit von der Eingabe.

Zustandswechsel werden dabei als augenblicklich angenommen, d.h. ein eventueller
Zeitverbrauch wird nicht modelliert. Ein Lauf eines Systems ist also einfach eine
Folge von Zusténden.

Beispiel: (Eintrittsautomat)
Fingabe: 1,2,r,d (r: Geldrickgabe; d: Drehsperre dreht sich)
Zustinde: OEUR, 1EUR, 2EUR, SEUR

RN
.

2
Eintritt: 3 € 1 1
Einwurf Riickgabe
D L€ O \_/
2

[J2€
Ticket

L ]

r

Der dargestellte Automat regelt eine Drehsperre. Es kénnen Miinzen im Wert von 1 oder
2 FEuro eingeworfen werden. Nach Einwurf von 3 Euro wird die Arretierung der Dreh-
sperre gelost und der Eintritt freigegeben. Der Automat gibt kein Wechselgeld zuriick
sondern nimmt einen zu hohen Betrag nicht an (Miinzen fallen durch). Man kann jeder-
zeit den Riickgabeknopf driicken, um den bereits gezahlten Betrag zuriickzuerhalten.

In der schematischen Darstellung kennzeichnen die Kreise die internen Zusténde und die
Pfeile die Ubergiinge. Die Pfeilbeschriftung gibt die jeweilige Eingabe an, unter der der
Ubergang erfolgt. Man beachte, dass

e nur der Zustand 3EUR einen Ubergang vom Typ d erlaubt. Dadurch wird model-
liert, dass nur durch Einwurf von 3,- Euro der Eintritt ermdoglicht wird.
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Endliche Automaten

e das Drehen der Sperre als Eingabe angesehen wird. Man koénnte dies auch als
Ausgabe modellieren. Wir werden in dieser Vorlesung jedoch keine endlichen Au-
tomaten mit Ausgabe (sogenannte Transduktoren) betrachten.

Die Ubergiéinge konnen als festes Programm betrachtet werden, das der Automat aus-
fiihrt.

Man beachte den engen Zusammenhang zu formalen Sprachen: die Menge der mogli-
chen Eingaben {1,2,r,d} bildet ein Alphabet. Jede (Gesamt-)Eingabe des Automaten
ist ein Wort iiber dem Alphabet. Wenn man 3EUR als Zielzustand betrachtet, so bil-
det die Menge der Eingaben, mittels derer dieser Zustand erreicht werden kann, eine
(unendliche) formale Sprache. Diese enthélt zum Beispiel das Wort 11r21.

Wir definieren endliche Automaten nun formal.

Definition 1.1 (DEA)

Ein deterministischer endlicher Automat (DEA) ist von der Form A = (Q, 3, qo, 0, F),
wobei

e () eine endliche Menge von Zustdnden ist,
e 3 ein Fingabealphabet ist,

e (o € Q der Anfangszustand ist,

e §:Q x X — Q die Ubergangsfunktion ist,
o [ C () eine Menge von Endzustinden ist.

Beispiel 1.2
Der DEA A = (Q, %, qo, 9, F') mit den Komponenten

o Q={q,q.:¢ ¢},
e ¥ ={a,b},
® 5(qo,a) =q1, 6(q1,a) =qa, 6(q2,a) =d(gs,a) = g3
6(qi,b) = ¢; fiir i € {0,1,2,3}
o F'={g}.
wird graphisch dargestellt als:

/g a /{;\ a % a
b b

Wie im obigen Beispiel werden wir Automaten héufig als kantenbeschriftete Graphen
darstellen, wobei die Zustdnde des Automaten die Knoten des Graphen sind und die
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Ubergiinge als Kanten gesehen werden (beschriftet mit einem Alphabetssymbol). Der
Startzustand wird durch einen Pfeil gekennzeichnet und die Endzustdnde durch einen
Doppelkreis.

Intuitiv arbeitet der Automat, indem er ein Wort Symbol fiir Symbol von links nach
rechts liest und dabei entsprechend der Ubergangsfunktion den Zustand wechselt. Er
beginnt im Startzustand und akzeptiert das Eingabewort wenn er sich am Ende in einem
Endzustand befindet. Wir beschreiben dieses Verhalten nun formal.

Definition 1.3 (kanonische Fortsetzung von J)

Die kanonische Fortsetzung von § : QQ X ¥ — @ von einzelnen Symbolen auf beliebige
Warter, also auf eine Funktion 0 : @ x ¥* — @, wird induktiv (iiber die Wortlange)
definiert:

e i(q,e) ==¢

® §(q,wa) :=6(6(q,w),a)

Beachte: fiir alle Symbole a € ¥ und Zusténde g € @ ist die obige Definition von d(q, a)
identisch mit dem urspriinglichen ¢, denn 0(q,a) = 0(d(q, €), a).

Als Beispiel fiir Definition 1.3 betrachte wieder den Automat A aus Beispiel 1.2. Es gilt
d(qo, bbbabbbb) = ¢, und §(qo, baaab) = gs.
Definition 1.4 (Akzeptiertes Wort, erkannte Sprache)

Ein DEA A = (Q,%, q, 0, F) akzeptiert das Wort w € ¥* wenn §(qy, w) € F. Die von
A erkannte Sprache ist L(A) = {w € £* | A akzeptiert w}.

Man sieht leicht, dass der Automat A aus Beispiel 1.2 die Sprache

L(A) ={w € {a,b}" | w|, > 3}
erkennt. Mit anderen Worten: er akzeptiert genau diejenigen Worter iiber dem Alphabet
{a, b}, die mindestens 3 mal das Symbol a enthalten.

Definition 1.5 (Erkennbarkeit einer Sprache)
Eine Sprache L C ¥* heifst erkennbar, wenn es einen DEA A gibt mit L = L(A).

Wir haben also gerade gesehen, dass die Sprache L = {w € {a,b}* | |w|, > 3} erkennbar
ist. Folgendes Beispiel liefert eine weitere erkennbare Sprache.
Beispiel 1.6

Der folgende DEA erkennt die Sprache L = {w = waaav | u,v € ¥*} mit ¥ = {a, b}.
Auch diese Sprache ist also erkennbar.
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Beachte:
Die Ubergangsfunktion eines DEAs ist eine totale Funktion, es mufs also fiir jede mogliche
Kombination von Zustand und Symbol ein Folgesymbol angegeben werden,

Beispiel 1.7
Folgendes ist kein DEA:

denn es fehlt ein Ubergang fiir ¢; und b.

Man erhélt aber leicht einen DEA durch Hinzunahme eines ,Papierkorbzustandes”, der
alle fehlenden Ubergéinge aufnimmt (und kein Endzustand ist):

a,b

Die im obigen Beispiel erkannte Sprache ist iibrigens

L ={b}"-{a}* ={w € {a,b}" | ab ist nicht Infix von w}.

Randbemerkung.

Im Prinzip sind “echte Computer” ebenfalls endliche Automaten: Sie haben nur end-
lich viel Speicherplatz und daher nur eine endliche Menge moglicher Konfigurationen
(Prozessorzustand + Belegung der Speicherzellen). Die Konfigurationsiibergénge wer-
den bestimmt durch Verdrahtung und Eingaben (Tastatur, Peripheriegerite).

Wegen der extrem groffen Anzahl von Zusténden sind endliche Automaten aber keine
geeignete Abstraktion fiir Rechner. Ausserdem verwendet man einen Rechner (z.B. bei
der Programmierung) nicht als endlichen Automat indem man z.B. ausnutzt, dass der
Arbeitsspeicher ganz genau 2GB gross ist. Stattdessen nimmt man den Speicher als
potentiell unendlich an und verlésst sich auf Techniken wie Swapping und Paging. In
einer geeigneten Abstraktion von Rechnern sollte daher auch der Speicher als unendlich
angenommen werden. Das wichtigste solche Modell ist die Turingmaschine, die wir spéter
im Detail kennenlernen werden.
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Von DEAs zu NEAs

Wir generalisieren nun das Automatenmodell des DEA dadurch, dass wir Nichtdetermi-
nismus zulassen. In unserem konkreten Fall bedeutet das, dass wir fiir einen gegebenen
Zustand und ein gelesenes Symbol mehr als einen méglichen Ubergang erlauben; folgen-
des ist also mdoglich:

Ein Automat hat dadurch unter Umstédnden mehrere Moglichkeiten, ein Wort zu verar-
beiten. Er akzeptiert seine Eingabe, wenn eine Mdglichkeit existiert, dabei einen Endzu-
stand zu erreichen.

Nichtdeterminismus ist ein fundamentales Konzept der Informatik, das nicht nur bei
endlichen Automaten eine wichtige Rolle spielt. Wir werden es in dieser Vorlesung noch
haufiger verwenden. Dabei werden mehrere Moglichkeiten wie oben immer durch exis-
tentielles Quantifizieren behandelt. Natiirlich gibt es in der Realitédt keine nichtdeter-
ministischen Maschinen. Dannoch ist Nichtdeterminismus aus folgenden Griinden von
groker Bedeutung:

e Als Modellierungsmittel bei unvollstandiger Information.

Es ist haufig nicht sinnvoll, Ereignisse wie Benutzereingaben, einkommende Nach-
richten von anderen Prozessen usw. im Detail zu modellieren, da man viel zu
komplexe Modelle erhalten wiirde. Stattdessen verwendet man nichtdeterministi-
sche Uberginge ohne genauer zu spezifizieren, wann welcher Ubergang verwendet
wird.

e Grofse Bedeutung in der Komplexitétstheorie.

In der Komplexitétstheorie (Theoretische Informatik 2) geht es unter anderem um
die prinzipielle Frage, was effizient berechenbar ist und was nicht. Interessanterwei-
se spielt dabei das zunéchst praxisfern wirkende Konzept des Nichtdeterminismus
eine zentrale Rolle. Paradebeispiel ist das sogenannte “P vs. NP” Problem, das
wichtigste ungeldste Problem der Informatik.

NEAS ergeben sich dadurch, dass man die Ubergangsfunktion von DEAs durch eine
Ubergangsrelation ersetzt. Wir definieren NEAs der Vollsténdigkeit halber noch einmal
als Gangzes.

Definition 1.8 (NEA)

Ein Nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA ) ist von der Form A = (Q, 3, qo, A, F),
wobei

e () ecine endliche Menge von Zustidnden ist,
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. ein Eingabealphabet ist,

go € Q der Anfangszustand ist,
e A CQxXxQ die Ubergangsrelation ist,

e [ C () eine Menge von Endzustédnden ist.

Beispiel 1.9

Folgenden NEA werden wir im folgenden als durchgéngiges Beispiel verwenden:

a b a,b
qo =@ ¢ » 2

a,b

Dieser Automat ist kein DEA, da es an der Stelle ¢, fiir die Eingabe a zwei mogliche
Ubergiinge gibt.

Um das Akzeptanzverhalten von NEAs zu beschreiben, verwenden wir eine etwas andere
Notation als bei DEAs.

Definition 1.10 (Pfad)

Ein Pfad in einem NEA A = (Q,3, g0, A, F') von einem Zustand py € @ zu einem
Zustand p,, € () ist eine Folge

al as an
T=P) —7AP1L —7A " —2ADn

so dass (pi, @ir1,pit1) € A fir i = 0,...,n — 1. Der Pfad hat die Beschriftung w :=
ap -+ - a,. Wenn es in A einen Pfad von p nach ¢ mit der Beschriftung w gibt, so schreiben
wir

P =44
Fiir n = 0 sprechen wir vom leeren Pfad, welcher die Beschriftung ¢ hat.

Im NEA aus Beispiel 1.9 gibt es unter anderem folgende Pfade fiir die Eingabe aba:

a b a

T =qo ——Aq1 —A 9 —AGq3
a b a

T =q0 —>Aq —>A4 G —>AqQ1

Wie erwihnt basiert das Akzeptanzverhalten bei Nichtdeterminismus immer auf exis-
tentieller Quantifizierung.

Definition 1.11 (Akzeptiertes Wort, erkannte Sprache)
Der NEA A = (Q, %, qo, A, F) dkzeptiert das Wort w € ¥* wenn gy == 4 qr fiir ein

¢r € F; mit anderen Worten: wenn es einen Pfad pg L4 2 4 pa gibt so dass
Po = qo und p,, € F. Die von A erkannte Sprache ist L(A) = {w € ¥* | A akzeptiert w}.
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Der NEA aus Beispiel 1.9 akzeptiert also die Eingabe aba, weil der oben angegebene Pfad
7 in einem Endzustand endet. Dabei ist es irrelevant, dass der ebenfalls mogliche Pfad
7o in einem nicht-Endzustand endet. Nicht akzeptiert wird beispielsweise die Eingabe
baa, da keiner der moglichen Pfade zu einem Endzustand fithrt. Man sieht leicht, dass
der NEA aus Beispiel 1.9 die folgende Sprache akzeptiert:

L(A) = {w € {a,b}" | das drittletzte Symbol in w ist a}.

Eine gute Hilfe zum Verstdndnis von Nichtdeterminismus ist die Metapher des Ratens.
Intuitiv “rdt” der NEA aus Beispiel 1.9 im Zustand ¢y bei Eingabe von a, ob er sich
gerade an der drittletzten Stelle des Wortes befindet oder nicht. Man beachte, dass der
Automat keine Moglichkeit hat, das sicher zu wissen. Wenn er sich fiir “ja” entscheidet,
so wechselt er in den Zustand ¢; und wverifiziert mittels der Kette von ¢; nach ¢z, dass
er richtig geraten hat:

e hat er in Wahrheit das zweitletzte oder letzte Symbol gelesen, so wird der Endzu-
stand nicht erreicht und der Automat akzeptiert nicht;

e ist er weiter als drei Symbole vom Wortende entfernt, so ist in g3 kein Ubergang
mehr mdéglich und der Automat “blockiert” und akzeptiert ebenfalls nicht.

Die wichtigsten Eigenschaften eines solchen Rate-Ansatzes zum Erkennen einer Sprache
L sind, dass (i) fiir Worter w € L es die Moglichkeit gibt, richtig zu raten und (ii) fiir
Worter w ¢ L falsches Raten niemals zur Akzeptanz fiihrt.

Da wir uns bei einem Automaten meist nur fiir die erkannten Sprachen interessieren,
bezeichnen wir zwei NEAs als dquivalent, wenn sie dieselbe Sprache akzeptieren.

Ohne Nichtdeterminismus, also mittels eines DEA, ist es sehr viel schwieriger, die Spra-
che aus Beispiel 1.9 zu erkennen (Aufgabe!). Es gilt aber interessanterweise, dass man zu
jedem NEA einen dquivalenten DEA finden kann. Nichtdeterminismus tragt in diesem
Fall also nicht zur Erhhung der Ausdrucksstérke bei (das ist aber keineswegs immer so,
wie wir noch sehen werden). NEAs haben aber dennoch einen Vorteil gegentiber DEAs:
manche Sprachen lassen sich im Vergleich zu DEAs mit erheblich (exponentiell) kleine-
ren NEAs erkennen. Letzteres werden wir im Rahmen der Ubungen kurz beleuchten. In
der Vorlesung beweisen wir lediglich folgendes klassische Resultat.

Satz 1.12 (Rabin/Scott)

Zu jedem NEA kann man einen dquivalenten DEA konstruieren.

Bevor wir den Beweis dieses Satzes angeben, skizzieren wir kurz die

Beweisidee:

Der Beweis dieses Satzes verwendet die bekannte Potenzmengenkonstruktion: die Zu-
standsmenge des DEA ist die Potenzmenge 29 der Zustandsmenge () des NEA. Jeder
Zustand des DEA besteht also aus einer Menge von NEA-Zustdnden; umgekehrt ist jede
solche Menge ein DEA-Zustand.
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Sei A= (Q,%,q,A, F) ein NEA. Nach der Definition von NEAs gilt w € L(A) gdw. die
Menge {q € Q | go == 4 ¢} € 29 mindestens einen Endzustand enthilt. Wir definieren
also die Ubergangsfunktion § und Endzustandsmenge F’ des DEAs so, dass fiir alle
w e X" gilt:
L. 6({qo},w) = {q | go =>4 ¢} und
2. {q | o =>4 ¢} ist DEA-Endzustand wenn mindestens ein Endzustand des ur-
spriinglichen NEAs enthalten ist.

Intuitiv simuliert damit der eindeutige Lauf des DEAs auf einer Eingabe w alle moglichen
Léaufe des urspriinglichen NEAs auf w.

Beweis. Sei der NEA A = (Q,%, qo, A, F) gegeben. Der DEA A’ = (29, %, {q}, 6, F')
ist definiert durch:

e 5(Pa)= UJ{p | (p,a,p)) € A} fiir alle P € 29 und a € &

peP
o F'={Pe2°|PNF+#0}
Wir benotigen im Folgenden die

Hilfsaussage: ¢ € §({q},w) gdw. qo =>4 ¢ (%)
Daraus folgt L(A) = L(A"), da:
we L(A) gdw. g€ F:iq==aq (Def. L(A))

gdw. Jge F:qedé({q},w) (Hilfsaussage)

gd_W 5({Q0}7 UJ) ar 7£ @
gdw.  0({q},w) € F' (Def. F")
gdw. we L(A)

Beweis der Hilfsaussage mittels Induktion iiber |w]:

Induktionsanfang: |w| =0
¢ €6({q}e) gdw. go=¢ gdw. go=.a¢
Induktionsannahme: Die Hilfsaussage ist bereits gezeigt fiir alle w € ¥* mit |w| < n

Induktionsschritt: |w| =n +1
Sei w = wa mit v € ¥*, |u| =n und a € 3. Es gilt:

5({qo}.ua) = 3(6({g0}, ), a) (Det. 1.3)
— U {d' | (dhaq) €A} (Def. 9)
q'€3({qo},u)

= U {¢"1(d.aqd)eA}  (IndVoraus)

q==>1q
= {d"| 0o =44"} (Def. Pfad)

Daraus folgt sofort die Hilfsaussage fiir w = ua.
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Beispiel 1.13

Der NEA A (links) wird mit der Potenzmengenkonstruktion transformiert in den DEA
A’ (rechts):

wird zu

Nachteilig an dieser Konstruktion ist, dass die Zustandsmenge exponentiell vergrofert
wird. Im allgemeinen kann man dies wie erwédhnt nicht vermeiden, in manchen Fél-
len kommt man aber doch mit weniger Zustdnden aus. Als einfache Optimierung kann
man Zustinde weglassen, die mit keinem Wort vom Startzustand aus erreichbar sind.
In der Ubung werden wir eine Methode kennenlernen, die Potenzmengenkonstruktion
systematisch so anzuwenden, dass nicht erreichbare Zustdnde von vorn herein weggelas-
sen werden. Dies reicht allerdings nicht aus, damit der erzeugte Automat so klein wie
moglich ist!). Wir werden spéter eine allgemeine Methode kennenlernen, um zu einer
gegebenen erkennbaren Sprachen den kleinstmoéglichen DEA zu konstruieren.

Wir betrachten noch zwei natiirliche Varianten von NEAs, die sich in manchen techni-
schen Konstruktionen als sehr niitzlich herausstellen. Wir werden sehen, dass sie diesel-
ben Sprachen erkennen konnen wie NEAs.

Definition 1.14 (NEA mit Wortiibergingen, e-NEA)

Ein NEA mit Wortibergingen hat die Form A = (Q, X, qo, A, F'), wobei @Q, %, qo, F' wie
beim NEA definiert sind und A C @ x ¥* x @ eine endliche Menge von Wortiibergdngen
ist.

Ein e-NFEA ist ein NEA mit Wortiibergéngen der Form (¢, ¢, ¢’) und (¢, a,¢’) mit a € X.

Pfade, Pfadbeschriftungen und erkannte Sprache werden entsprechend wie fiir NEAs
definiert. Zum Beispiel hat der Pfad

ab e bb
qo ——Aq1 ——Aq2 —AGq3

die Beschriftung ab - € - bb = abbb.

Man beachte, dass ¢ == p bedeutet, dass man von ¢ nach p kommt, indem man zunéchst
beliebig viele e-Ubergénge macht, dann einen a-Ubergang und danach wieder beliebig
viele e-Uberginge (im Unterschied zu ¢ — p).

Satz 1.15

Zu jedem NEA mit Wortibergingen kann man einen dquivalenten NEA konstruieren.
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Man zeigt Satz 1.15 mit Umweg iiber e-NEAs.

Lemma 1.16

Zu jedem NEA mit Wortiibergingen kann man einen dquivalenten e-NEA konstruieren.

Beweis. Man ersetzt jeden Wortiibergang (¢, a; - - - a,,¢") mit n > 1 durch Symboliiber-

génge (q, a1, p1), (P1,a2,P2); - - -5 (Pn—1,@n, ¢'), Wobei py, . .., p,—1 jeweils neue Hilfszustén-
de sind (die nicht zur Endzustandsmenge dazugenommen werden). Man sieht leicht, dass
dies einen dquivalenten e-NEA liefert. ]

Beispiel 1.17
Der NEA mit Wortiibergédngen, der durch die folgende Darstellung gegeben ist:

O

wird iiberfiihrt in einen dquivalenten e-NEA:

O
a@a b b
> c }O

Zu jedem e-NEA kann man einen dquivalenten NEA konstruieren.

Lemma 1.18

Beweis. Der E-NEA A = (Q,%,q,A, F) sei gegeben. Wir konstruieren daraus einen
NEA A’ ohne e- Uberginge wie folgt:

A =(Q, %, qo, A, F'), wobei
. A’r={(p,a,q)€Q><E><Q | p=a>Aq}

o Fli— { FU{q} falls gy =>4 qy fiir ein gy € F
F sonst

Wir zeigen, dass L(A) = L(A).
1. L(A") C L(A):
Sei w = ay - --a, € L(A’). Dann gibt es einen Pfad

Ay —

al as 1 an . /
Do ——u D1 ——u A DPn—1 —— A Pn it po = qo, pn € .

Nach Definition von A’ gibt es auch in A einen Pfad 7w von py nach p, mit Be-
schriftung w (der u.U. zusétzliche e-Schritte enthalt).
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1. Fall: p, e F
Dann zeigt 7, dass w € L(A).

2. Fall: p, € F/'\ F,d.h. p, = q
Nach Definition von F’ gilt gy == 4 p fiir ein p € F. Es gibt also in A einen
Pfad von pg iiber p,, = qo nach p € F' mit Beschriftung w, daher w € L(A).

2. L(A) C L(A): Sei w € L(A).
1. Fall: w # ¢. Sei
T=P0=APy) —ADI =P AD| AP = A =P Py A Pn

Pfad in A mit py = qo, p, € F und Beschriftung w. Nach Definition von A’
ist
Po —=a PL —a == Pret — = Pn

ein Pfad in A’. Aus p, € F folgt p, € F’, also w € L(A').
2. Fall: w=¢

Wegen € € L(A) gibt es p € F mit g =>4 p. Also ¢y € F' nach Definition
von F’ und damit ¢ € L(A").

]

Beispiel: (zu Lemma 1.18)
Der e-NEA aus Beispiel 1.17

wird in folgenden NEA iiberfiihrt:

24



Nachweis der Nichterkennbarkeit

2. Nachweis der Nichterkennbarkeit

Nicht jede formale Sprache ist erkennbar. Im Gegenteil ist es so, dass nur solche Sprachen,
die auf sehr reguldre Weise aufgebaut sind, erkennbar sein konnen. Es stellt sich also die
Frage, wie man von einer Sprache nachweist, dass sie nicht erkennbar ist.

Um nachzuweisen, dass eine gegebene Sprache erkennbar ist, geniigt es, einen endlichen
Automaten (DEA oder NEA) dafiir anzugeben. Der Nachweis, dass eine Sprache nicht
erkennbar ist, gestaltet sich schwieriger: man kann nicht alle unendlich viele existieren-
de Automaten durchprobieren und es geniigt auch nicht, zu sagen, dass man keinen
funktionierenden Automaten gefunden hat.

Darum verwendet man die folgende Strategie. Man etabliert allgemeine Eigenschaften,
die von jeder erkennbaren Sprache erfiillt werden. Um von einer Sprache zu zeigen, dass
sie nicht erkennbar ist, geniigt es dann, nachzuweisen, dass sie die Eigenschaft verletzt.
Die wichtigste solche Eigenschaft wird durch das bekannte Pumping-Lemma beschrieben,
das in verschiedenen Versionen existiert.

Lemma 2.1 (Pumping-Lemma, einfache Version)

Es sei L eine erkennbare Sprache. Dann gibt es eine natirliche Zahl ng > 1, so dass
gilt: Jedes Wort w € L mit |w| > ng ldsst sich zerlegen in w = xyz mit

s yFe
o zyFz € L fiir alle k > 0.

Beweis. Sei A = (Q,3, qo, A, F') ein NEA mit L(A) = L. Wir wéhlen ng = |Q|. Sei nun
w=ay---a, € L en Wort mit m > ng. Dann existiert ein Pfad

al a A,
Po——7AD1L —A" """ —2ADPm

mit pg = qo und p,, € F. Wegen m > ng = |Q| konnen die m + 1 Zusténde po, ..., pm
nicht alle verschieden sein. Es gibt also ein ¢ < j mit p; = p;. Wir wéhlen

Ti=ay-c- G, Y= Qg Gy, 2= Qi Gy
Offensichtlich gilt y # ¢ (da i < j) und

Go = Po == A Pi =>ADi = Pj =>4 Pm € F.
Folglich gilt fiir alle £ > 0 auch p; é A Di, was xy¥z € L zeigt. O]

Wir zeigen mit Hilfe des Pumping-Lemmas, dass die Sprache {a™0™ | n > 0} nicht
erkennbar ist.

Beispiel:
L = {a"" | n > 0} ist nicht erkennbar.
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Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, L sei erkennbar. Es gibt
also eine Zahl ng mit den in Lemma 2.1 beschriebenen Eigenschaften. Wihle das Wort

w=a"b" € L.

Da |w| > ny, gibt es eine Zerlegung a™b™ = zyz mit |y| > 1 und xy*z € L fiir alle
k> 0.

1. Fall: y liegt ganz in a™.
D.h. z = d", y = a*, z = a®b™ mit ky > 0 und ng = ki + ke + ks. Damit ist
aber 1Y’z = xz = aM R0 ¢ [ da ky + ks < ng. Widerspruch.

2. Fall: y liegt ganz in b™.
Fiihrt entsprechend zu einem Widerspruch.

3. Fall: y enthélt as und bs.
Dann ist 2y?z von der Form a*b*2a*3bk* wobei alle k; > 0, also xy?z ¢ L. Wider-
spruch.

In allen drei Féllen haben wir also einen Widerspruch erhalten, d.h. die Annahme ,, L ist
erkennbar war falsch. O

Mit Hilfe der einfachen Variante des Pumping-Lemmas gelingt es leider nicht immer,
die Nichterkennbarkeit einer Sprache nachzuweisen, denn es gibt Sprachen, die nicht
erkennbar sind, aber trotzdem die in Lemma 2.1 beschriebene Pumping-Eigenschaft
erfiillen. Anders ausgedriickt ist die Pumping-Eigenschaft aus Lemma 2.1 zwar notwendig
fiir die Erkennbarkeit einer Sprache, aber nicht hinreichend.

Beispiel 2.2

Ist L = {a™b™ | n # m} erkennbar? Versucht man, Nichterkennbarkeit mit Lemma 2.1
zu zeigen, so scheitert man, da L die Eigenschaft aus dem einfachen Pumping-Lemma
erfiillt:

Wiéhle ng := 3. Es sei nun w € L mit |w| > 3, d.h. w = a™™, n # m und n +m > 3.
Wir zeigen: w lifit sich zerlegen in w = xyz mit y # ¢ und zy*z € L fiir alle k > 0.

1. Fall: n > m (es gibt mehr as als bs)

1.1.: n>m+1 (es gibt mind. 2 as mehr als bs)
Zerlege win x = ¢, y = a, z = a" 'b™. Dann hat jedes zy*z = o~ D+kpm
mehr as als bs, ist also in L.

1.2.: n=m+ 1 (es gibt genau ein a mehr als bs)
Wegen |w| > 3 kann man w zerlegen in x = €, y = a?, z = a" 2b™. Es gilt:

a) xy’z = a"2b™ hat ein a weniger als bs, ist also in L
b) xy*z = a"2*+2kp™ hat mehr as als bs fiir alle & > 1, ist also in L.

2. Fall: n <m (es gibt mehr bs als as)
Symmetrisch zum 1. Fall.
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Trotzdem ist L = {a"b™ | n # m} nicht erkennbar, was man mit der folgenden ver-
schirften Variante des Pumping-Lemmas nachweisen kann.
Lemma 2.3 (Pumping-Lemma, verschirfte Variante)
Es sei L erkennbar. Dann gibt es eine natiirliche Zahl ng > 1, so dass gilt:
Fiir alle Worter u,v,w € ¥* mit wvow € L und |v] > ng gibt es eine Zerlegung v = xyz
mat

e yFe

o uzryfzw € L fir alle k >0

Beweis. Es sei wieder ng := |Q|, wobei @ die Zusténde eines NEA A fiir L sind. Ist
uvw € L, so gibt es Zustande p, ¢, f € () mit

Qo==Ap=aq==4[EF

Auf dem Pfad von p nach ¢ liegen |v| 4+ 1 > ny Zusténde, also miissen zwei davon gleich
sein. Jetzt kann man wie im Beweis von Lemma 2.1 weitermachen. O]

Im Vergleich mit Lemma 2.1 macht dieses Lemma eine stiarkere Aussage: es ist nicht
nur so, dass man jedes Wort w mit |w| > ng in drei Teile zerlegen und dann ,pumpen‘
kann, sondern das gilt sogar fiir jedes Teilwort v von w mit |v| > ng. Beim Nachweis
der Nichterkennbarkeit hat das den Vorteil, dass man das Teilwort v frei wihlen kann,
so wie es zum Herstellen eines Widerspruchs am bequemsten ist.

Beispiel 2.2 (Fortsetzung)
L = {a™™ | n # m} ist nicht erkennbar.

Beweis. Angenommen, L ist doch erkennbar; dann gibt es ng > 1, das die in Lemma 2.3
geforderten Eigenschaften hat. Wéhle des Wort
a™p™ o ¢ I und die Zerlegung u = ¢, v := a"™, w ;= po'tmw
Dann gibt es eine Zerlegung v = xyz mit y # ¢ und ury*zw € L fiir alle k > 0. Sei
r=ad", y=d" 2=d", ki +ko+ks=ng, ks >0

Da 0 < ky < ng gibt es ein £ mit ky - £ = ng!. Betrachte das Wort uzy’™'zw, welches in
L sein miisste. Die Anzahl von as ist

]{?14—(64‘1)k2+k3:k1+k2+k3+(fkg):no—f—no'

und die Anzahl von bs (welche nur im Teilwort w auftreten) ebenso, also gilt uzy*™'zw ¢
L. Widerspruch. O]

Auch Lemma 2.3 formuliert nur eine notwendige Eigenschaft fiir die Erkennbarkeit ei-
ner Sprache, aber keine hinreichende. In der Literatur findet man noch verschérftere
(und kompliziertere) Varianten des Pumping-Lemmas, die dann auch hinreichend sind
(z.B. Jaffes Pumping-Lemma). Diese Varianten liefern also eine automatenunabhéngige
Charakterisierung der erkennbaren Sprachen.
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3. Abschlusseigenschaften und
Entscheidungsprobleme

Endliche Automaten definieren eine ganze Klasse von Sprachen: die erkennbaren Spra-
chen (auch reguldre Sprachen genannt, sieche Kapitel 4). Anstatt die Eigenschaften ein-
zelner Sprachen zu studieren (wie z.B. Erkennbarkeit) kann man auch die Eigenschaften
ganzer Sprachklassen betrachten. Wir interessieren uns hier insbesondere fiir Abschluf-
eigenschaften, zum Beispiel unter Schnitt: wenn L; und L. erkennbare Sprachen sind,
dann ist auch L, N Ly eine erkennbare Sprache.

Es stellt sich heraus, dass die Klasse der erkennbaren Sprachen unter den meisten na-
tiirlichen Operationen abgeschlossen ist. Diese Eigenschaft ist fiir viele technische Kon-
struktionen und Beweise sehr niitzlich. Wie wir beispielsweise sehen werden, kann man
manchmal die Anwendung des Pumping-Lemmas durch ein viel einfacheres Argument
ersetzen, das auf Abgeschlossenheitseigenschaften beruht. Spéater werden wir sehen, dass
andere interessante Sprachklassen nicht unter allen natiirlichen Operationen abgeschlos-
sen sind.

Satz 3.1 (Abschlusseigenschaften erkennbarer Sprachen)
Sind Ly und Ly erkennbar, so sind auch

e [y ULy (Vereinigung)

o [, (Komplement)

e [N Ly (Schnitt)

e L Ly (Konkatenation)

o L3 (Kleene-Stern)

erkennbar.

Beweis. Seien A; = (Q;, 2, qoi, Ai, F;) zwei NEAs fir L; (i = 1,2). O.B.d.A. gelte @1 N
Q2 = 0.

1) Abschluss unter Vereinigung:
Der folgende e-NEA erkennt L U Lo:
-’4 = (Ql U Q? U {q0}7 Ea qo, A7 Fl U F2>7 WObei

® (o ¢Q1UQ2 und
o A:=A;UAU{(qo,&,90), (90, Go2)}

Schematisch sieht der Vereinigungsautomat A so aus.
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8 g
: o

Mit Lemma 1.18 gibt es zu A einen dquivalenten NEA.

Abschluss unter Komplement:

Einen DEA fiir Ly erhilt man wie folgt:

Zunéchst verwendet man die Potenzmengenkonstruktion, um zu A; einen dquiva-
lenten DEA A = (Q, %, qo, 6, F) zu konstruieren. Den DEA fiir L; erhélt man nun
durch Vertauschen der Endzustidnde mit den Nicht-Endzusténden:

Z:: (QJE7QO757Q\F)'
Es gilt ndmlich:
wel; gdw. w¢ L(A)
gdw. w ¢ L(A)
gdw.  d(qo,w) & F
gdw.  d(qo,w) € Q\ F

gdw. w e L(A)
Beachte: Diese Konstruktion funktioniert nicht fiir NEAs.

Abschluss unter Schnitt:

Wegen L1 N Ly = Ly U Ly folgt 3) aus 1) und 2).

Da die Potenzmengenkonstruktion, die wir fiir L; und L, benétigen, recht aufwen-
dig ist und exponentiell grofe Automaten liefert, kann es giinstiger sein, direkt
einen NEA fiir L; N Ly zu konstruieren, den sogenannten Produktautomaten:

A= (Q1 x Q2,%, (qo1,q02), A, F1 X F3)
mit
A = {((Q17(I2)7a7 (qaﬂqé>> | (QI7a7q/1) € A1 und (q27a7q;) € AZ}

Ein Ubergang in A ist also genau dann moglich, wenn der entsprechende Ubergang
in Ay und A, moglich ist.

Behauptung. L(A) = L, N L.
Sei w =ay ---a,. Dann ist w € L(A) gdw. es gibt einen Pfad
(¢1,0: 2.0) —54 (41,1, G2,1) *+* (q1,0-15 G2,n-1) A (q1,n, G2n)

mit (q1.0,¢20) = (901, qo2) und (1.0, ¢2.n) € F1 x Fy. Nach Konstruktion von A ist
das der Fall gdw. fiir jedes i € {1,2}

al an
qi0 —A; Gl Qin—1 —7A; Gin
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ein Pfad ist mit ¢o; und ¢;,, € F;. Solche Pfade existieren gdw. w € Ly N Ls.

4) Abschluss unter Konkatenation:
Der folgende e-NEA erkennt Lq - Lo:
A = (Ql U QQ, Z, qo1, A, FQ) s wobei
A= Al U AQ U {(f7€7q02) ‘ f S Fl}

5) Abschluss unter Kleene-Stern:
Der folgende e-NEA erkennt Lj:

A = (Ql U {QQ}, 2, qo, A, {qO}), wobei
® qo ¢ Q1
o A=A U{(f,e.q9) | fe 1} U{(q.¢ q1)}

g

13
qo,

€ ]

Anmerkung: diese Konstruktion funktioniert nicht, wenn man anstelle des neuen
Zustands ¢qp den urspriinglichen Startzustand verwendet (Ubung!)

Beachte:
Die Automaten fiir die Sprachen Ly U Ly, Ly N Lo, Ly - Ly und L7 sind polynomiell in

der Grofse der Automaten fiir Ly, Lo. Beim Komplement kann der konstruierte Automat
exponentiell grofs sein, wenn man mit einem NEA beginnt.

Man kann derartige Abschlusseigenschaften dazu verwenden, Nichterkennbarkeit einer
Sprache L nachzuweisen.

Beispiel 3.2

L = {a"b™ | n # m} ist nicht erkennbar (vgl. Beispiel 2.2). Anstatt dies direkt mit
Lemma 2.3 zu zeigen, kann man auch verwenden, dass bereits bekannt ist, dass die
Sprache L' := {a"b" | n > 0} nicht erkennbar ist. Wére némlich L erkennbar, so auch
L' = LN{a}*-{b}*. Da wir schon wissen, dass L’ nicht erkennbar ist, kann auch L nicht
erkennbar sein.
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Entscheidungsprobleme

Wenn man einen endlichen Automaten in einer konkreten Anwendung einsetzen will, so
ist es wichtig, sich zunéchst vor Augen zu fiithren, was genau man mit dem Automa-
ten anfangen mochte. In Abhéngigkeit davon kann man dann die konkreten, in dieser
Anwendung zu 16senden algorithmischen Probleme bestimmen.

Wir betrachten drei typische Probleme im Zusammenhang mit erkennbaren Sprachen.
Bei allen dreien handelt es sich um Entscheidungsprobleme, also um Probleme, fiir die
der Algorithmus eine Antwort aus der Menge {ja, nein} berechnen soll—formal werden
wir diesen Begriff erst in Teil III einfiithren. Die drei betrachteten Probleme sind:

e das Wortproblem:

gegeben ein endlicher Automat A und eine Eingabe w € ¥* fiir A, entscheide ob
w € L(A);

e das Leerheitsproblem:
gegeben ein endlicher Automat A, entscheide ob L(.A) = 0;

o das Aquivalenzproblem:
gegeben endliche Automaten 4; und Aj, entscheide ob L(A;) = L(Ay).

Wir werden Algorithmen fiir alle diese Probleme entwerfen und deren Laufzeit analysie-
ren: wie viele elementare Rechenschritte macht der Algorithmus auf Eingaben der Lange
n; siche Appendix A fiir weitere Erklarungen zur Laufzeit- bzw. Komplexitidtsanalyse
von Algorithmen.

In den obigen Problemen koénnen die als Eingabe gegebenen endlichen Automaten ent-
weder DEAs oder NEAs sein. Fiir die Anwendbarkeit der Algorithmen macht das im
Prinzip keinen Unterschied, da man zu jedem NEA ja einen &dquivalenten DEA kon-
struieren kann (man tiberlegt sich leicht, dass die Potenzmengenkonstruktion aus Satz
1.12 algorithmisch implementierbar ist). Beziiglich der Laufzeit kann es aber einen er-
heblichen Unterschied geben, da der Ubergang von NEAs zu DEAs einen exponentiell
grokeren Automaten liefert und damit auch die Laufzeit exponentiell grofer wird.

Wortproblem (DEA)

Ist der Eingabeautomat A fiir das Wortproblem ein DEA A = (Q, %, qo, 0, F'), so kann
man beginnend mit ¢y durch Anwendung von ¢ berechnen, in welchem Zustand A nach
dem Lesen der Eingabe w ist. Man muf dann nur noch priifen, ob dies ein Endzustand ist.
Man muss ¢ offensichtlich |w| mal anwenden und jede Anwendung bendétigt || Schritte
(Durchsuchen von 6 nach dem richtigen Ubergang).

Satz 3.3
Das Wortproblem fiir DEAs ist in Zeit O(|w| - |d|) entscheidbar.

Fiir einen NEA ist dieser triviale Algorithmus nicht moglich, da es ja mehrere mit w
beschriftete Pfade geben kann. In der Tat fiihren die naiven Ansétze zum Entscheiden
des Wortproblems fiir NEAs zu exponentieller Laufzeit:
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e Alle Pfade fiir das Eingabewort durchprobieren.

Im schlimmsten Fall gibt es |Q|! viele solche Pfade, also exponentiell viele. Wenn
w ¢ L(A) werden alle diese Pfade auch tatséchlich tiberpriift.

e Erst Potenzmengenkonstruktion anwenden, um DEA zu konstruieren.

Wie bereits erwahnt fiihrt die exponentielle Vergroferung des Automaten zu ex-
ponentieller Laufzeit.

Es stellt sich allerdings heraus, dass auch das Wortproblem fiir NEAs effizient 16sbar ist.
Wir verwenden dazu (einen Trick und) den Algorithmus fiir das Leerheitsproblem, das
wir im folgenden betrachten.

Leerheitsproblem

Wir betrachten hier direkt NEAs. Da jeder DEA auch ein NEA ist, konnen die entwi-
ckelten Algorithmen natiirlich auch fiir DEAs verwendet werden.

Im Gegensatz zum Wortproblem ist beim Leerheitsproblem keine konkrete Eingabe gege-
ben. Es scheint daher zunéchst, als miisste man alle (unendlich vielen) Eingaben durch-
probieren, was natiirlich unmoglich ist. Ein einfaches Beispiel zeigt aber sofort, dass das
Leerheitsproblem sehr einfach zu losen ist. Betrachte den folgenden NEA A:

‘/U\ 7 @ e

« E!i b

Offensichtlich ist L(A) = (), da der Endzustand vom Startzustand aus gar nicht er-
reichbar ist. Man tiberlegt sich leicht, dass auch die umgekehrte Implikation gilt: wenn
L(A) = (), dann ist kein Endzustand vom Startzustand aus erreichbar, denn sonst wiirde
die Beschriftung des den Endzustand erreichenden Pfades ein Wort w € L(A) liefern.
Das Leerheitsproblem ist also nichts weiter als ein Erreichbarkeitsproblem auf gerichteten
Graphen wie dem oben dargestellten.

Das konkrete Wort, mit dem ein Endzustand erreicht wird, interessiert uns im Fall des
Leerheitsproblems meist nicht. Da wir jedoch im folgenden Aussagen iiber die Lange von
Pfaden treffen miissen, schreiben wir p =% ¢ (¢ wird in A von p mit einem Pfad der
Linge hochtens 4 erreicht) wenn p == 4 ¢ fiir ein Wort w € ¥* mit |w| < i.

Es gibt verschiedene effiziente Algorithmen fiir Erreichbarkeitsprobleme auf gerichte-
ten Graphen. Der folgende ist eine Variante von “Breitensuche” und entscheidet das
Leerheitsproblem fiir einen gegebenen NEA A = (Q, 3, qo, A, F') in polynomieller Zeit.
Berechne eine Folge von Zustandsmengen Py, Py, ... wie folgt:

32



Abschlusseigenschaften und Entscheidungsprobleme

e Py:={q}
e Py =P U{qe@Q|IpePIack:(pa,q) e}
Stoppe sobald P, = P;. Antworte “ja” wenn P; N F' = () und “nein” sonst.

Lemma 3.4

Der Algorithmus terminiert nach mazximal |Q| Iterationen und gibt “ja” zurick gdw.

L(A) = 0.
Beweis. Die Terminierung in |@Q| Schritten folgt unmittelbar aus der Beobachtung, dass

PPCPCPh--CQ.

Bei Terminierung nach ¢ Schritten, setze S; := S; fiir alle j > ¢.

Der Beweis der Korrektheit basiert auf folgender Behauptung.

Behauptung: ¢ € P; gdw. qo :>f4 q fir alle j > 0 und q € Q.
Beweis per Induktion tiber j:
j=0. qg€ Py gdw. ¢ = qo gdw. o =Y ¢.
j>0. ge P;gdw. ¢ € Pj_y oder (p,a,q) € Amitpe P,y und a € ¥
gdw. g € P;_; oder (p,a,q) € A und g :>f471 D
gdw. qo :>f4 q.
Die Korrektheit des Algorithmus folgt:

(15 pe))

Der Algorithmus gibt “ja” zuriick
gdw. PLNF =10
gdw. P,NF ={ fir alle j >0
gdw. gy =& iqu fir alle g € F'und j > 0
gdw. L(A) =0 O

Der Algorithmus stoppt also nach |Q| Iterationen. Jede Iteration braucht bei naiver Im-
plementierung Zeit O(|Q|-|Al): laufe iiber alle Zusténde p € P, fiir jeden solchen Zustand
laufe iiber A und suche alle Ubergiinge (p, a, ¢). Insgesamt benétigt der Algorithmus also
Zeit O(|Q|? - |Al). Durch geschickte Datenstrukturen kann man die Laufzeit verbessern
auf Zeit O(|Q| + |Al), also Linearzeit. Mehr Informatinen finden sich beispielsweise im
Buch ,Introduction to Algorithms* von Cormen, Leiserson, Rivest und Stein unter dem
Thema Erreicharkeit in gerichteten Graphen / reachability in directed graphs. In der Tat
ist das Leerheitsproblem im wesentlichen einfach nur eine Instanz dieses generelleren
Problems.

Satz 3.5
Das Leerheitsproblem fiir NEAs ist in Zeit O(|Q| + |A|) entscheidbar.
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Wortproblem (NEA)

Wir verwenden Satz 3.5 um nachzuweisen, dass das Wortproblem fiir NEAs nicht schwie-
riger ist als das fliir DEAs. Die exponentielle Laufzeit der naiven Ansétze kann also
vermieden werden.

Satz 3.6
Das Wortproblem fiir NEAs ist in Zeit O(|w| - |d]) entscheidbar.

Wir verwenden eine Reduktion des Wortproblems auf das Leerheitsproblem: der schon
gefundene Algorithmus fiir das Leerheitsproblem wird verwendet, um das Wortproblem
zu 16sen (mehr zu Reduktionen findet sich in den Teilen ITT+1V).

Beweis. Konstruiere zunéchst einen Automaten A,,, der genau das Wort w = ay - - - a,

akzeptiert:
: al C as :j 07% C

Dieser Automat hat |w| + 1 Zustédnde. Offenbar ist
w e L(A) gdw. L(A)NL(A,) # 0.

Wir konnen also entscheiden, ob w € L(A) ist, indem wir zunéchst den Produktauto-
maten zu A und A, konstruieren und dann unter Verwendung von Satz 3.5 priifen, ob
dieser eine nicht-leere Sprache erkennt.

Wir analysieren zunéchst die Grofse des Produktautomaten:
Zustinde: Q|- (Jw| +1)

Uberginge: Da es in A, genau |w| viele Ubergéinge gibt, ist die Zahl Ubergéinge des
Produktautomaten durch |w| - |A| beschrankt.

Nach Satz 3.5 ist daher der Aufwand zum Testen von L(A) N L(A,) # ( also:
O(QI - (lw| + 1) + [w] - |A]) = O(lw| - (IQ[ + |A])) N

Auch die Konstruktion des Produktautomaten benotigt Zeit. Man iiberlegt sich leicht,
dass auch hierfiir die Zeit O(Jw| - (|Q] + |A|) ausreichend ist. Als Gesamtlaufzeit ergibt
sich

2-O(fwl - (IQ] + |A]) = O(lw| - (1Q] + |A]))-

Aquivalenzproblem

Wir verwenden sowohl fiir DEAs als auch fiir NEAs eine Reduktion auf das Leerheits-
problem: o o
leLQ gd_W (LlﬂLg)U(Lgle) :Q)

Im Fall des Aquivalenzproblems wollen wir auf eine ganz exakte Analyse der Laufzeit
des sich ergebenden Algorithmus verzichten. Allerdings gibt es einen interessanten Un-
terschied zwischen DEAs und NEAs, der im folgenden Satz herausgearbeitet wird.
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Satz 3.7

Das Aquivalenzproblem fiir DEAs ist in polynomieller Zeit entscheidbar. Fir NEAs ist
es in exponentieller Zeit entscheidbar.

Beweis. Die Konstruktion fiir Schnitt (Produktautomat) und Vereinigung ist sowohl fiir
DEAs als auch fiir NEAs polynomiell. Bei der Komplementierung ist dies nur dann der
Fall, wenn bereits DEAs vorliegen. Bei NEAs muss zunéchst die Potenzmengenkonstruk-
tion angewendet werden, daher kann der auf Leerheit zu testende Automat exponentiell
groft sein. Damit ergibt sich exponentielle Laufzeit. O]

Wir werden in Teil IV sehen, dass sich der exponentielle Zeitaufwand fiir das Aquiva-
lenzproblem fiir NEAs (wahrscheinlich) nicht vermeiden lésst. Vorgreifend auf Teil IV
sei erwihnt, dass das Aquivalenzproblem fiir NEAs PSPACE-vollstindig ist und damit
zu einer Klasse von Problemen gehort, die wahrscheinlich nicht in polynomieller Zeit
l6sbar sind.
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4. Regulare Ausdriicke und Sprachen

Wir haben bereits einige verschiedene Charakterisierungen der Klasse der erkennbaren
Sprachen gesehen:

Eine Sprache L C ¥* ist erkennbar gdw.
(1) L = L(A) fiir einen DEA A.
(2) L = L(A) fir einen NEA A.
(3) L = L(A) fiir einen e-NEA A.
(4) L = L(A) fir einen NEA mit Wortiibergingen A. A.

Im folgenden betrachten wir eine weitere Charakterisierung mit Hilfe reguldrer Aus-
driicke. Diese Stellen eine bequeme ,Sprache” zur Verfiigung, mittels derer erkennbare
Sprachen beschrieben werden kénnen. Varianten von reguldren Ausdriicken werden in
tools wie Emacs, Perl und sed zur Beschreibung von Mustern (,,Patterns”) verwendet.

Definition 4.1 (Syntax reguldrer Ausdriicke)

Sei ¥ ein endliches Alphabet. Die Menge Regs, der requldren Ausdricke iber % ist
induktiv definiert:

e (), &, a (fir a € ¥) sind Elemente von Regs.
e Sind 7, s € Regs, so auch (r +s),(r-s),r* € Regs.

Beispiel 4.2
((a-b*) + 0*)* € Regs, fiir ¥ = {a, b}

Notation:

Um Klammern zu sparen, lassen wir Auffenklammern weg und vereinbaren,
e dass * starker bindet als -
e dass - stiarker bindet als +
e - lassen wir meist ganz wegfallen.

Der Ausdruck aus Beispiel 4.2 kann also geschrieben werden als (ab* + 0*)*.

Um die Bedeutung bzw. Semantik von reguldren Ausdriicken zu fixieren, wird jedem
reguléren Ausdruck r tiber ¥ eine formale Sprache L(r) zugeordnet.

Definition 4.3 (Semantik reguldrer Ausdriicke)

Die durch den reguléren Ausdruck r definierte Sprache L(r) ist induktiv definiert:
o L(0):=0, L(e):={e}, L(a):={a}
o L(r+s):=L(r)UL(s), L(r-s):=L(r)-L(s), L(r*):=L(r)*

Eine Sprache L C X* heifst reguldr, falls es ein r € Regs, gibt mit L = L(r).
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Beispiel:
e (a+b)*ab(a+0b)* definiert die Sprache aller Worter tiber {a, b}, die Infix ab haben.
o L(ab* +b)={ab' | i>0}U{b}

Bemerkung:

Statt L(r) schreiben wir im folgenden héufig einfach r.
Dies ermoglicht es und z.B., zu schreiben:

e (ab)*a =a(ba)* (eigentlich L((ab)*a) = L(a(ba)*))
o L(A)=ab"+0b (eigentlich L(A) = L(ab* + b))

Wir zeigen nun, dass man mit reguldren Ausdriicken genau die erkennbaren Sprachen
definieren kann.

Satz 4.4 (Kleene)

Fiir eine Sprache L C ¥* sind dquivalent:
1) L ist reguldr.
2) L ist erkennbar.

Bewezis.
» 1 — 2 Induktion {iber den Aufbau reguldrer Ausdriicke
Anfang:

e L(()) = erkennbar: —() st NEA fiir 0 (kein Endzustand).
e L(e) = {e} erkennbar: —O st NEA fiir {e}.
e L(a) = {a} erkennbar: —O0 st NEA fiir {a}.
Schritt: Weift man bereits, dass L(r) und L(s) erkennbar sind, so folgt mit Satz
3.1 (Abschlusseigenschaften), dass auch
o L(r+s)=L(r)UL(s)
o L(r-s)=L(r)- L(s) und
o L(r*)=L(r)*
erkennbar sind.

w2 = 1" Sei A = (Q, %, g0, A, F') ein NEA mit L = L(A). Fiir alle p,qg € Q und X C @,

sei L;fq die Sprache aller Worter w = ay - - - a,, fiir die es einen Pfad

An—

1.4 Pn—1 %A Pn
gibt mit py = p, p, = ¢ und {p1,...,p,_1} € X. Offensichtlich gilt
LA =] L,

qreF

al ao
Po ——>ADP1 —7A" "

Es reicht also, zu zeigen dass alle Spachen L;fq regulér sind. Dies erfolgt per In-
duktion tiiber die Grofke von X.
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Anfang: X = 0.

o 1. Fall: p#£¢q
Dann ist Lqu = {a € ¥ | (p,a,q) € A}. Damit hat qu die Form
{ai,...,a;} und der entsprechende regulére Ausdruck ist a; + - - - + ay.
e 2. Fall: p=gq

Wie voriger Fall, ausser dass Lg’q (und damit auch der konstruierte regu-
lare Ausdruck) zusétzlich e enthélt.

Schritt: X # ().
Wihle ein beliebiges ¢ € X. Dann gilt:
X _ 1 X\{q X\{g} X\{ghy*  r X\{q}
Ly, = Lp,q\{q}u <Lp,§ ( q. ) " > (*)

a.q

Fiir die Sprachen, die auf der rechten Seite verwendet werden, gibt es nach
Induktionsvoraussetzung regulére Ausdriicke. Ausserdem sind alle verwende-
ten Operationen in reguliren Ausdriicken verfiigbar. Es bleibt also, (k) zu
zeigen.

C Seiw € Ll))fq. Dann gibt es einen Pfad

an—1

ay as
Po——A4DP1 —2A" —>A Pn—1 —>A Pn

mit po = p, pp, = qund {p1,...,pr—1} € X. Wenn gnichtin {py,...,pp-1}
vorkommt, dann w € LX\{q Andernfalls seien iy, ..., alle Indizes mit

Pi, =q (und i< < zk). Offensichtlich gilt:
— Qg Q4 S L;(’v{}\{q},

— Qi1 Ay, € LAE{Q} fir 1 <j <k

X
= Qg1 Qp € LA7q\{q}.

U

Wenn w € L4 X\ia} , dann offenbar w € Lffq. Wenn
X\{ar | (pX\Mahy* | X\{@
w e (L (Laa ") - Lag )

dann w = xyz mit x € L ;{Q}, y € (LX\{Q}) und z € Ly \{Q} . Setzt man
die entsprechenden Pfade fiir z, y und Z zusammen, SO erhalt man einen
mit w beschrifteten Pfad von p nach ¢ in A, in dem alle Zustdnde ausser
dem ersten und letzten aus X sind. Also w € Lffq.

Wenn man die Konstruktion aus,,2 — 1* in der Praxis anwendet, so ist es meist sinnvoll,
die Zustdnde ¢ so zu wihlen, dass der Automat in moglichst viele nicht-verbundene Teile
zerféllt.

Beispiel 4.5
Betrachte den folgenden NEA A:
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a

a

Da 1 der einzige Endzustand ist, gilt L(A) = L&. Wir wenden wiederholt () an:

0 0 0} % 0
LOQ,I = Lé,l} U L({),l} ’ (Li,l}) ’ Li,1}
0 *
L(g,l} - Lg,l U Lg,o : (Lg,o) ’ Lg,l
0 *
Lil} = L?,l U L?,O ) (Lg,o) ) Lg,l

Im ersten Schritt hatten wir natiirlich auch 0 anstelle von 1 aus X eliminieren konnen.
Der Induktionsanfang liefert:

LY, = b
Lgo = a+te
L%l = €
qu),o = a

Einsetzen und Vereinfachen liefert nun:
L§} = bt(ate)-(ate) -b=ab
Lg)l} = c+a-(a+e)-b=c+aa*d
LOQ’1 = a*b+a*b- (e + aa*d)* - (¢ + aa*b) = a*b(aa*b)*

Der zu A gehorende reguldre Ausdruck ist also a*b(aa*b)*.

Der reguldre Ausdruck, der in der Richtung ,,2 — 1“ aus einem NEA konstruiert wird,
ist im allgemeinen exponentiell grofer als der urspriingliche NEA. Man kann zeigen, dass
dies nicht vermeidbar ist.
Beachte: Aus Satz 3.1 und Satz 4.4 folgt, dass es zu allen reguléren Ausdriicken r und s
e cinen Ausdruck t gibt mit L(t) = L(r) N L(s);
e cinen Ausdruck ¢’ gibt mit L(t') = L(r).

Es ist offensichtlich sehr schwierig, diese Ausdriicke direkt aus r und s (also ohne den
Umweg iiber Automaten) zu konstruieren.
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5. Minimale DEAs und die Nerode-Rechtskongruenz

Wir werden im Folgenden ein Verfahren angeben, welches zu einem gegebenen DEA einen
aquivalenten DEA mit minimaler Zustandszahl konstruiert. Das Verfahren besteht aus
2 Schritten:

1. Schritt: Eliminieren unerreichbarer Zustande

Definition 5.1 (Erreichbarkeit eines Zustandes)

Ein Zustand ¢ des DEA A = (Q, %, qo, 6, F') heillt erreichbar, falls es ein Wort w € ¥*
gibt mit d(qp, w) = q. Sonst heikt g unerreichbar.

Da fiir die erkannte Sprache nur Zustédnde wichtig sind, welche von ¢q erreicht werden,
erhélt man durch Weglassen unerreichbarer Zusténde einen dquivalenten Automaten:

AO = (QOa Ea qo; 507 FD) mit
o ()o ={q € Q| qist erreichbar}

® Jyp =0 |gyxx (also: 0y ist wie 0, aber eingeschrankt auf die Zusténde in Qo)
[ J FO = F N Qg
Beispiel.

Betrachte als Resultat der Potenzmengenkonstruktion den Automaten A" aus Beispiel 1.13:

a
b
)
b
a

a,b
©)

Die Zustdande {2} und () sind nicht erreichbar. Durch Weglassen dieser Zusténde erhélt
man den DEA Aj:

b
H“
<~ |
b

2. Schritt: Zusammenfassen dquivalenter Zustinde

)

Ein DEA ohne unerreichbare Zustinde muss noch nicht minimal sein, da er noch ver-
schiedene Zustande enthalten kann, die sich ,,gleich” verhalten in Bezug auf die erkannte
Sprache.
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Beispiel 5.2

Im folgenden DEA A mit L(A) = b*a* sind alle Zusténde erreichbar. Er erkennt dieselbe
Sprache wie der DEA aus Beispiel 1.7, hat aber einen Zustand mehr. Dies kommt daher,
dass gy und ¢y dquivalent sind.

(3 oy

Im allgemeinen definieren wir die Aquivalenz von Zusténden wie folgt.

Definition 5.3 (Aquivalenz von Zustinden)

Es sei A = (Q, %, qo, 0, F) ein DEA. Fiir ¢ € Q sei A, = (Q,X,q,0, F). Zwei Zustiande
¢,q" € Q heiken A-dquivalent (¢ ~4 ¢') gdw. L(A,) = L(Ay).

In Beispiel 5.2 gilt gy ~4 ¢2, aber z.B. nicht gy ~4 ¢1, da b € L(A,) \ L(A,,).

Um &quivalente Zustinde auf mathematisch elegante Weise zusammenzufassen, nutzen
wir aus, dass es sich bei der Relation ~4 um eine Aquivalenzrelation handelt. Diese
erfiillt zusétzlich einige weitere angenehme Eigenschaften.

Lemma 5.4
1) ~4 ist eine Aquivalenzrelation auf Q, d.h. reflexiv, transitiv und symmetrisch.
2) ~ 4 ist vertriglich mit der Ubergangsfunktion, d.h.
qg~aqd =VaeX:d(qa) ~40(q,a)

3) ~4 kann in Polynomialzeit berechnet werden.

Beweis.

1) ist klar, da ,,=" reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

2) lésst sich wie folgt herleiten:

q~aq = L(A) = L(Ay)
= YweX :dquw)eF<id,w)eF
Vae X Vv e X :6(q,av) € F < 0(¢,av) € F
Vae X Vve X :6(0(q,a),v) € F<6(0(q,a),v) EF
Va € ¥ L(Asga)) = L(As(g.a))
= VaeX:d(qa)~40(,a)

3) folgt unmittelbar daraus, dass das Aquivalenzproblem fiir DEAs in Polynomialzeit

entscheidbar ist. O

b
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Die ~4-Aquivalenzklasse eines Zustands ¢ € () bezeichnen wir von nun an mit
[ga:={d€Qlqg~ad}

Auch wenn wir mit Punkt 3) des Lemma 5.4 bereits wissen, dass die Relation ~ 4 be-
rechenbar ist, geben wir hier noch eine direktere Methode an. Wir definieren eine Folge
von Relationen ~g, ~q, ~o, .. .:

e g~q gdw. qelF &g el
® ¢~ ¢ gdw. g~ ¢ und Va € ¥ :0(q,a) ~ (¢, a)

Diese sind (Uber-)Approximationen von ~ 4 im folgenden Sinn.

Behauptung.
Fiir alle k > 0 gilt: ¢ ~;, ¢/ gdw. fiir allew € ¥* mit |w| < k:w € L(A,) & w € L(Ay).

Beweis. Per Induktion tiber k:
Anfang: Nach Def. von ~q gilt ¢ ~g ¢ gdw. ¢ € L(A,) & e € L(Ay).
Schritt:

qr~pe1 ¢ gdw. g~ ¢ und Va € ¥ : §(q,a) ~ 0(¢,a)
gdw. Vw € ¥* mit |w| <k:w e L(A,) & w e L(Ay) und
Va € ¥:Vw € X mit (w| < k:w € L(Asqa) © w € L(Asg.a)
gdw. Yw € ¥* mit |w| <k+1:we€ L(A,) < w e L(Ay)

]

Offensichtlich gilt Q@ X Q 2 ~¢ D ~1 D ~9 D .... Da ) endlich ist, gibt es ein £ > 0 mit
~ = ~p11. WIr zeigen, dass ~ die gewiinschte Relation ~ 4 ist. Nach obiger Behauptung
und Definition von ~ 4 gilt offensichtlich ~4 C ~;. Um ~; C ~ 4 zu zeigen, nehmen wir
das Gegenteil ~p € ~ 4 an. Wahle ¢, ¢’ mit ¢ ~ ¢’ und ¢ %4 ¢'. Es gibt also ein w € ¥*
mit w € L(A,) und w ¢ L(A,). Mit obiger Behauptung folgt ¢ ¢, ¢’ fir n = |w|. Da
~r C ~; fir all @ > 0 folgt ¢ % ¢/, ein Widerspruch.

Beispiel 5.2 (Fortsetzung)
Fiir den Automaten aus Beispiel 5.2 gilt:
e ~ hat die Klassen F' = {qo, ¢1, ¢} und Q \ F' = {gs}.

e ~; hat die Klassen {¢1}, {qo, @2}, {¢3}-
Zum Beispiel ist 6(qo, b) = (g2, b) € F und 6(q1,b) ¢ F.

.N2:N1:NA_
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In der nachfolgenden Konstruktion werden dquivalente Zustédnde zusammengefasst, in-
dem die Aquivalenzklasse [q]4 selbst zu den Zustdnden gemacht werden. Jede Klasse
verhélt sich dann genau wie die in ihr enthaltenen Zustédnde im urspriinglichen Automa-
ten.

Definition 5.5 (Quotientenautomat)
Der Quotientenautomat A = (@, %, [qo) 4, g, ﬁ) 2u A= (Q,%,q,0, F) ist definiert durch:

e Q:={lgalgc@}

e 0([¢la,a) :==1[6(q,a)]4 (représentantenunabhéngig wegen Lemma 5.4)
o Fi={lglalqeF}

Nach Lemma 5.4 kann der Quotientenautomat in polynomieller Zeit konstruiert werden.

Beispiel 5.2 (Fortsetzung)

Fiir den Automaten aus Beispiel 5.2 ergibt sich der folgende Quotientenautomat:

Ob N a,b
._>@!I!®_&a¢iiyi_>és;

A st aquivalent zu A.

Lemma 5.6

Beweis. Man zeigt leicht per Induktion tiber |w|:

g([qo]A,w) = [0(qo, w)] 4 fiir alle w € ¥*. (%)
Nun gilt:
wel(A) gdw. bgow)eF )
gdw.  [0(qo,w)]a€ F' (Def. F)

gdw. (gl w) €F (%)
gdw.  w € L(A)

Die folgende Definition fasst die beiden Minimierungs-Schritte zusammen:

Definition 5.7 (reduzierter Automat zu einem DEA)

Fiir einen DEA A bezeichnet A,.q den reduzierten Automaten, den man aus A durch Eli-
minieren unerreichbarer Zustdnde und nachfolgendes Bilden des Quotientenautomaten
erhalt.

Wir wollen zeigen, dass der reduzierte Automat nicht weiter vereinfacht werden kann:
A, cq ist der kleinste DEA (beziiglich der Zustandszahl), der L(.A) erkennt. Um den Be-
weis fithren zu kénnen, benétigen wir als Hilfsmittel eine Aquivalenzrelation auf Wortern,
die sogenannte Nerode-Rechtskongruenz.
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Nerode-Rechtskongruenz

Die Nerode-Rechtskongruenz ist auch unabhéngig von reduzierten Automaten von In-
teresse und hat neben dem bereits erwéhnten Beweis weitere interessante Anwendungen,
von denen wir zwei kurz darstellen werden: sie liefert eine von Automaten unabhéngige
Charakterisierung der erkennbaren Sprachen und stellt ein weiteres Mittel zur Verfii-
gung, um von einer Sprache nachzuweisen, dass sie nicht erkennbar ist.

Im Gegensatz zur Relation ~ 4 auf den Zusténden eines Automaten handelt es sich hier
um eine Relation auf Wartern.

Definition 5.8 (Nerode-Rechtskongruenz)

Es sei L C ¥* eine beliebige Sprache. Fiir u,v € ¥* definieren wir:
u~pv gdw. Yw e X tuw € L & vw € L.

Man beachte, dass das Wort w in Definition 5.8 auch gleich € sein kann. Darum folgt
aus u ~pv,dassu € L& v e L.

Beispiel 5.9

Wir betrachten die Sprache L = b*a* (vgl. Beispiele 1.7, 5.2).

e Es gilt:
e~ b: Yw:ewel gdw. we€L
gdw. w € b*a*
gdw. bw € b*a*
gdw. bw e L

ectra: ebe L, abera-b¢ L

Wie zeigen nun, dass es sich bei ~; wirklich um eine Aquivalenzrelation handelt. In
der Tat ist >~ sogar eine Kongruenzrelation beziiglich Konkatenation von beliebigen
Wortern ,von rechts. Im folgenden bezeichnet der Index eine Aquivalenzrelation die
Anzahl ihrer Klassen.

Lemma 5.10 (Eigenschaften von ~)
1) ~y ist eine Aquivalenzrelation.
2) ~p ist Rechtskongruenz, d.h. zusdtzlich zu 1) gilt: u ~; v = Yw € X* : uw ~p vw.
3) L ist Vereinigung von ~-Klassen:
L=J[ul.
uel
wobei [u]p :={v | u~p v}.

4) Ist L = L(A) fiir einen DEA A, so ist die Anzahl Zustinde > gréfier oder gleich

dem Index von ~.

44



Minimale DEAs und die Nerode-Rechtskongruenz

Beweis.
1) folgt aus der Definition von ~, da ,,<* reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

2) Damit vw ~; vw gilt, muss fiir alle w’ € 3* gelten:
(x)  www' € L < vww' €L
Wegen ww' € ¥* folgt () aus u ~p, v.

3) Zeige L = | [u]L.

uel

»C"“ Wenn u € L, dann ist [u];, in der Vereinigung rechts; zudem gilt u € [u]y.

, 2" Seiu € L und v € [u].
Wegen € € ¥* folgt aus u =u-c € Lund v ~¥p vauchv=v-¢ € L.

4) Es sei A = (Q,3,qo,0, F) ein DEA mit L = L(A).
Wir zeigen: §(qo, u) = d(qo, v) impliziert u ~y v:

Vw:uww e L gdw. 0(qo,uw) € F

gdw. (d(qo,u),w) € F
gdw.  §(0(qo,v),w) € F
gdw.  d(qo,vw) € F

gdw. wvw € L
Also folgt aus u %5, v, dass 0(qo,u) # 0(qgo,v) und damit gibt es mindestens so
viele Zustande wie ~-Klassen (Schubfachprinzip).

]

Beispiel 5.9 (Fortsetzung)

~ hat drei Klassen:
o [¢], =10
e [a|;, = b*aa*

e [ab]y = (a+ b)ab(a + b)

Eine interessante Eigenschaft von ~ ist, dass die Aquivalenzklassen zur Definition eines
kanonischen Automaten A; verwendet werden konnen, der L erkennt. Dieser Automat
ergibt sich direkt und auf eindeutige Weise aus der Sprache L (im Gegensatz zum re-
duzierten Automaten, fiir dessen Konstruktion man bereits einen Automaten fiir die
betrachtete Sprache haben muss). Damit wir einen endlichen Automaten erhalten, diir-
fen wir die Konstruktion nur auf Sprachen L anwenden, fiir die ~; nur endlich viele
Aquivalenzklassen hat.

Definition 5.11 (Kanonischer DEA A, zu einer Sprache L)

Sei L C »* eine Sprache, so dass ~; endlichen Index hat. Der kanonische DEA A; =
(Q', %, 40,0, F') zu L ist definiert durch:

e Q= {[uly | ues}
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* g = lelr
e §'([ulp,a) :=[ualy, (représentantenunabhéngig wegen Lemma 5.10, Punkt 2)

o F":={[u]ly |ueL}

Man beachte, dass A7, mit Punkt 4 von Lemma 5.10 eine minimale Anzahl von Zustanden
hat: es gibt keinen DEA, der L(Af) erkennt und weniger Zusténde hat.

Beispiel 5.9 (Fortsetzung)
Fiir die Sprache L = b*a* ergibt sich damit folgender kanonischer Automat Ay :

b a
. a,b
*L‘L @5
Lemma 5.12

Hat ~ endlichen Index, so ist Ay, ein DEA mit L = L(Ay).

Beweis. Es gilt:

L(AL) = {u|d(qp,u) € F'}
= {u|0'([e]z,u) € F'} (Det. gp)

= {u|[u]r € F} (wegen 0'([e], u) = [ulL)
= {u|uel} (Def. F")
.

]

Das folgende Resultat ist eine interessante Anwendung der Nerode-Rechtskongruenz und
des kanonischen Automaten. Es liefert eine Charakterisierung von erkennbaren Sprachen,
die vollkommen unabhéngig von endlichen Automaten ist.

Satz 5.13 (Satz von Myhill und Nerode)

Eine Sprache L ist erkennbar gdw. =~ endlichen Index hat.

Beweis.
»="1 Ergibt sich unmittelbar aus Lemma 5.10, 4).
<" Ergibt sich unmittelbar aus Lemma 5.12, da A; DEA ist, der L erkennt.
]

Der Satz von Nerode liefert uns als Nebenprodukt eine weitere Methode, von einer
Sprache zu beweisen, dass sie nicht erkennbar ist.
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Beispiel 5.14 (nichterkennbare Sprache)
Die Sprache L = {a™b" | n > 0} ist nicht erkennbar, da fiir n # m gilt: a” %, ™. In
der Tat gilt a"b™ € L, aber a™b"™ ¢ L. Daher hat ~; unendlichen Index.

Wir zeigen nun, dass

Satz 5.15 (Minimalitidt des reduzierten DEA)

Sei A ein DEA. Dann hat jeder DEA, der L(A) erkennt, mindestens so viele Zustinde
wie der reduzierte DEA A,..q.

Beweis. Sei A= (Q,3%,qo,0, F) und A,cq = (@, %, [qo0) 4, 5 ﬁ) Wir definieren eine injek-
tive Abbildung 7, die jedem Zustand aus @ eine Aquivalenzklasse von ~; zuordnet. Es
folgt, dass A,.q hichstens so viele Zustinde hat, wie ~; Aquivalenzklassen (Schubfach-
prinzip), also ist er nach Punkt 4 von Lemma 5.10 minimal.

Sei [qla € Q). Nach Definition von A,.q ist ¢ in A von ¢o erreichbar mit einem Wort W,
Setze 7((gl) = gl

Es bleibt, zu zeigen, dass 7 injektiv ist. Seien [¢]4, [p]a € Q mit [q]a # [p]la. Dann gilt
q %4 pund es gibt w € 3* so dass

dq,w) e F<ipw) el

nicht gilt. Nach Wahl von w, und w, gilt dann aber auch
3(qo, waw) € F < 6(qp, wpw) € F
nicht und damit auch nicht
waw € L & wyw € L

Es folgt w, %1 w,, also 7([g]a) # 7([p]a) wie gewiinscht. O
Es ist also sowohl der reduzierte Automat als auch der kanonische Automat von minima-
ler Grofe. In der Tat ist der Zusammenhang zwischen beiden Automaten sogar noch viel

enger: man kann zeigen, dass sie identisch bis auf Zustandsumbenennung sind. Formal
wird das durch den Begriff der Isomorphie beschrieben.

Definition 5.16 (isomorph)
Zwei DEAs A = (Q,%,qo,d, F) und A" = (Q', %, q, ', F') sind isomorph (geschrieben
A~ A") gdw. es eine Bijektion 7 : Q — @’ gibt mit:
* () = b
o 7(F)=A{m(q) |q€ F}=F' wobei n(F) ={n(q) | ¢ € F}
e 7(0(q,a)) =8 (m(q),a) firalle g € Q,a € ¥
Lemma 5.17
A~ A = L(A)=L(A)
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Beweis. Es sei m : @ — Q' der Isomorphismus. Durch Induktion iiber |w| zeigt man
leicht, dass 7(d(q, w)) = ¢'(n(q), w). Daher gilt:

w€ L(A)  gdw. (g, w) € F

gdw.  7(0(qo,w)) € F’ (wegen w(F) = F)
adw.  §(m(g), w) € F
gdw.  '(gp, w) € F (wegen gy = 7(q0))

gdw. we L(A) O

Wir koénnen nun Minimalitdt und Eindeutigkeit des reduzierten Automaten zeigen.

Satz 5.18 (Isomorphie reduzierter und kanonischer Automat)

FEs sei L eine erkennbare Sprache und A ein DEA mit L(A) = L. Dann gilt: der redu-
zierte Automat A,eq := Ag ist isomorph zum kanonischen Automaten Ay.

Beweis. Es sei Ayeq = (@, 2, 0,0, F) und Ay = (Q', X, ¢, 0", F'). Wir definieren eine
Funktion 7 : @ — @ und zeigen, dass sie ein Isomorphismus ist. Fiir jedes ¢ € @
existiert (mindestens) ein w, € ¥* mit d(qo, wy) = ¢, da in A,.4 alle Zusténde erreichbar
sind. O.B.d.A. sei w,, = ¢. Wir definieren 7(q) := [w,]z.
[) m ist injektiv:

Wir miissen zeigen, dass aus p # ¢ auch [w,], # [w,] folgt.

Da A, .4 reduziert ist, sind verschiedene Zustédnde nicht dquivalent. Es gibt also

mindestens ein w, fiir das

dp,w) e F < di(quw)erF
nicht gilt. Das heifit aber, dass
d(qo, wyw) € F < §(qp, wyw) € F

nicht gilt und damit wiederum, dass wyw € L < w,w € L nicht gilt. Also ist
wy Ep We, dh [wy]r, # [wglr.

II) 7 ist surjektiv:
Folgt aus Injektivitdt und |Q| > |Q'| (Punkt 4 Lemma 5.10).

1) 7(q0) = qf:
Da wy, = ¢ und ¢} = [¢].

IV) n(F)=F"
ge F gdw. (g, w,) € F (Wahl w,)
gdw. w, €L
gdw.  [wg|L € F' (Def. F”)

gdw.  7(q) € I
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V) 7(é(q,a)) = '(n(q), a):
Als Abkiirzung setze p = 0(q, a). Die Hilfsaussage

6(qo, wp) = (g0, wqa) (*)
gilt wegen:
d(qo,w,) = D (Wahl w,,)
= 6(q,q)
0(0(q0, wg), @) (Wahl wy)
= 5((]0,qu)

Mittels (%) zeigen wir nun:

m(p) = [wlL (Def. )
= [w,ag (folgt aus () und L(A,cq) = L)
= 0'([wy)r,a) (Def. Ap)
= 0'(m(q),a) (Def. m)

Dieser Satz zeigt auch folgende interessante Eigenschaften:

e der reduzierte Automat A,.q ist unabhéngig vom urspriinglichen DEA A:
wenn L(A) = L(B) = L, dann gilt wegen A,eq ~ A ~ Beq auch A,cq >~ B,eg
(denn die Komposition zweier Isomorphismen ergibt wieder einen Isomorphismus);

e Fiir jede erkennbare Sprache L gibt es einen eindeutigen minimalen DEA:
Wenn L(A) = L(B) = L und A und B minimale Zustandszahl unter allen DEAs
haben, die L erkennen, dann enthalten A und B weder unerreichbare noch dquiva-
lente Zustdnde und der jeweilige reduzierte Automat ist identisch zum urspriingli-
chen Automaten. Damit gilt A = A,.q ~ Ar, ~ B,.q = B, also auch A ~ B.

Im Prinzip liefert Satz 5.18 zudem eine Methode, um von zwei Automaten zu entscheiden,

ob sie dieselbe Sprache akzeptieren:

Korollar 5.19
Es seien A und A" DEAs. Dann gilt: L(A) = L(A")  gdw. Ayeq ~ A,

Man kann die reduzierten Automaten wie beschrieben konstruieren. Fiir gegebene Au-
tomaten kann man feststellen, ob sie isomorph sind (teste alle Bijektionen). Da es expo-
nentiell viele Kandidaten fiir eine Bijektion gibt, ist diese Methode nicht optimal.

Hat man NEAs an Stelle von DEAs gegeben, so kann man diese zuerst deterministisch
machen und dann das Korollar anwenden.

Zum Abschluss von Teil I erwdhnen wir einige hier aus Zeitgriinden nicht behandelte
Themenbereiche:
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Andere Varianten von endlichen Automaten:

NEAs/DEAs mit Ausgabe (sogenannte Transduktoren) haben Uberginge p ol A
q, wobei v € I'* ein Wort iiber einem Ausgabealphabet ist. Solche Automaten be-
schreiben Funktionen ¥* — I'*. 2-Wege Automaten konnen sich sowohl vorwérts
als auch riickwérts auf der Eingabe bewegen. Alternierende Automaten generali-
sieren NEAs: zusitzlich zu den nicht-deterministischen Ubergéingen, die einer exis-
tentiellen Quantifizierung entsprechen, gibt es hier auch universell quantifizierte
Ubergiinge.

Algebraische Theorie formaler Sprachen:

Jeder Sprache L wird ein Monoid M, (syntaktisches Monoid) zugeordnet. Klassen
von Sprachen entsprechen dann Klassen von Monoiden, z.B. L ist regular gdw.
M, endlich. Dies ermoglicht einen sehr fruchtbaren algebraischen Zugang zur Au-
tomatentheorie.

Automaten auf unendlichen Wortern:

Hier geht es um Automaten, die unendliche Wérter (unendliche Folgen von Symbo-
len) als Eingabe erhalten. Die Akzeptaz via Endzustand funktioniert hier natiirlich
nicht mehr und man studiert verschiedene Akzeptanzbedingungen wie z.B. Biichi-
Akzeptanz und Rabin-Akzeptanz.

Baumautomaten:

Diese Automaten erhalten Biume statt Worter als Eingabe. Eine streng linea-
re Abarbeitung wie bei Wortern ist in diesem Fall natiirlich nicht moglich. Man
unterscheidet zwischen Top-Down und Bottom-Up Automaten.
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. Grammatiken, kontextfreie
Sprachen und Kellerautomaten

Einflihrung

Der zweite Teil beschéftigt sich hauptsédchlich mit der Klasse der kontextfreien Sprachen
sowie mit Kellerautomaten, dem zu dieser Sprachfamilie passenden Automatenmodell.
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist allgemeiner als die der reguldren Sprachen und
dementsprechend kénnen Kellerautomaten als eine Erweiterung von endlichen Automa-
ten verstanden werden. Kontextfreie Sprachen spielen in der Informatik eine wichtige
Rolle, da durch sie z.B. die Syntax von Programmiersprachen (zumindest in grofen
Teilen) beschreibbar ist.

Bevor wir uns im Detail den kontextfreien Sprachen zuwenden, fithren wir Grammatiken
als allgemeines Mittel zum Generieren von formalen Sprachen ein. Wir werden sehen,
dass sich sowohl die reguldren als auch die kontextfreien Sprachen und weitere, noch
allgemeinere Sprachklassen mittels Grammatiken definieren lassen. Diese Sprachklassen
sind angeordnet in der bekannten Chomsky-Hierarchie von formalen Sprachen.
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6. Die Chomsky-Hierarchie

Grammatiken dienen dazu, Worter zu erzeugen. Man hat dazu Regeln, die es erlauben,
ein Wort durch ein anderes Wort zu ersetzen (aus ihm abzuleiten). Die erzeugte Sprache
ist die Menge der Worter, die ausgehend von einem Startsymbol durch wiederholtes
Ersetzen erzeugt werden konnen.

Beispiel 6.1
Regeln: S —aSb (1)
S —¢ (2)
Startsymbol: S

Eine mogliche Ableitung eines Wortes ist:

S Ly 4Sb -1 aaSbb - aaaSbbb -+ aaabbb

Das Symbol S ist hier ein Hilfssymbol (nichtterminales Symbol) und man ist nur an
erzeugten Wortern interessiert, die das Hilfssymbol nicht enthalten (Terminalworter).
Man sieht leicht, dass dies in diesem Fall genau die Worter a”b™ mit n > 0 sind.

Definition 6.2 (Grammatik)
Eine Grammatik ist von der Form G = (N, %, P, S), wobei

e N und ¥ endliche, disjunkte Alphabete von Nichtterminalsymbolen bzw. Termi-
nalsymbolen sind,

e S € N das Startsymbol ist,

e P C (NUX)TX(NUX)* eine endliche Menge von Ersetzungsregeln ( Produktionen)
1st.

Der besseren Lesbarkeit halber schreiben wir Produktionen (u,v) € P gewohnlich als
U —> .

Man beachte, dass die rechte Seite von Produktionen aus dem leeren Wort bestehen
darf, die linke jedoch nicht. Ausserdem sei darauf hingewiesen, dass sowohl Nichttermi-
nalsymbole als auch Terminalsymbole durch eine Ersetzungsregel ersetzt werden diirfen.

Beispiel 6.3
Folgendes Tupel ist eine Grammatik: G = (N, X, P, S) mit
e N = {5 B}

Y = {a,b,c}

P = {S — aSBc,
S — abe,
cB — Bec,
bB — bb}
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Im Folgenden schreiben wir meistens Elemente von N mit Grossbuchstaben und Ele-
mente von Y mit Kleinbuchstaben.

Wir definieren nun, was es heifst, dass man ein Wort durch Anwenden der Regeln aus
einem anderen ableiten kann.

Definition 6.4 (durch eine Grammatik erzeugte Sprache)
Sei G = (N, %, P, S) eine Grammatik und z,y Worter aus (N U X)*.
1) y aus x direkt ableitbar:
rhgy gdw. z = zjuxe und y = x1vry mit u — v € P und 7,29 € (N U X)*
2) y aus x in n Schritten ableitbar:
Ly gdw. xbgasbg - bga,1 by fiir zg,... 2,1 € (NUX)*
3) y aus x ableitbar:
rFLy gdw. gy fiireinn >0

4) Die durch G erzeugte Sprache ist
L(G) ={we X | Sk, w}.

Man ist also bei der erzeugten Sprache nur an den in G aus S ableitbaren Terminalwor-
tern interessiert.
Beispiel 6.3 (Fortsetzung)

Eine Beispielableitung in der Grammatik aus Beispiel 6.3:

St abe, d.h. abe € L(G)
Stqg aSBc

Fe aaSBcBe

Fo aaabcBeBe

Fo aaabBcecBe

2 aaabBBcce

-2, aaabbbcee
Die erzeugte Sprache ist L(G) = {a™b"c" | n > 1}.
Beweis.
, 2" Fiir n = 1ist abc € L(G) klar. Fiir n > 1 sieht man leicht:
S FEY " IS(Be) ! b a"be(Be)" ! B a"bBY Tt BT atbte”
,C" Sei S KL w mit w € ¥*. Offenbar wird die Regel S — abc in der Ableitung
von w genau einmal angewendet. Vor dieser Anwendung kénnen nur die Regeln

S — aSBc und ¢B — Bc angewendet werden, da noch keine b’s generiert
wurden. Die Anwendung von S — abc hat damit die Form

a"Su b a" theu mit u € {e¢, B} und |u|p = |ul. =n
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(formaler Beweis per Induktion iiber die Anzahl der Regelanwendungen). Nun
sind nur noch ¢B — Bc und bB — bb angewendbar. Alle dabei entstehenden
Worter haben die folgende Form (formaler Beweis per Induktion tiber die Anzahl
der Regelanwendungen):

a"bv mit v € {¢, B}*, |v|g =n —k und |v|, = n.

Jedes Terminalwort dieser Form erfiillt |v|p = 0, also n = k und damit hat das
Wort die Form a"b"c".

]

Beispiel 6.5
Betrachte die Grammatik G = (N, X, P, S) mit

N = {S,B}
Y = {a,b}
P = {S —aS,

S —bS,
S — abB,
B — aB,
B — bB,
B — ¢}

Die erzeugte Sprache ist L(G) = £* - {a} - {b} - *

Die Grammatiken aus Beispiel 6.5, 6.3 und 6.1 gehdren zu unterschiedlichen Sprach-
klassen, die alle durch Grammatiken erzeugt werden kénnen. Sie sind angeordnet in der
Chomsky-Hierarchie.

Definition 6.6 (Chomsky-Hierarchie, Typen von Grammatiken)
Es sei G = (N, %, P, S) eine Grammatik.

Jede Grammatik G ist Grammatik vom Typ 0.

G ist Grammatik vom Typ 1 (monoton), falls alle Regeln nicht verkirzend sind,
also die Form w — w haben wobei w,u € (3 U N)* und |u| > |w|.

Ausnahme: Die Regel S — ¢ ist erlaubt, wenn S in keiner Produktion auf der
rechten Seite vorkommt.

G ist Grammatik vom Typ 2 (kontextfrei), falls alle Regeln die Form A — w
haben mit A € N,w € (XU N)*.

G ist Grammatik vom Typ 3 (rechtslinear), falls alle Regeln die Form A — uB
oder A — u haben mit A, B € N, u € ¥*.

Die kontextfreien Sprachen heiffen deshalb so, weil die linke Seite jeder Produktion nur
aus einem Nichtterminalsymbol A besteht, das unabhéngig vom Kontext im Wort (also
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dem Teilwort links von A und dem Teilwort rechts von A) ersetzt wird. Bei monotonen
Grammatiken sind hingegen Regeln

w1 Aug — uqwus

erlaubt wenn |w| > 1. Hier ist die Ersetzung von A durch w abhéngig davon, dass der
richtige Kontext (u; links und sy rechts, beides aus (NUX)*) im Wort vorhanden ist. Man
kann sogar zeigen, dass es keine Beschrankung der Allgemeinheit ist, monotone Gram-
matiken ausschlieflich durch Regeln der obigen Form zu definieren. Die durch monotone
Grammatiken erzeugten Sprachen nennt man daher auch kontextsensitive Sprachen.

Eine sehr wichtige Eigenschaft von monotonen Grammatiken ist, dass die Anwendung
einer Produktion das Wort nicht verkiirzen kann. Vor diesem Hintergrund ist auch die
Ausnahme S — ¢ zu verstehen: sie dient dazu, das leere Wort generieren zu konnen,
was ohne Verkiirzen natiirlich nicht méglich ist. Wenn diese Regel verwendet wird, dann
sind Regeln wie aAb — aSb aber implizit verkiirzend, da Sie das Ableiten von ab aus
aAb erlauben. Um das zu verhindern, darf in der Gegenwart von S — ¢ das Symbol S
nicht auf der rechten Seite von Produktionen verwendet werden.

Beispiel 6.7

Die Grammatik aus Beispiel 6.1 ist vom Typ 2. Sie ist nicht vom Typ 1, da § — ¢
vorhanden ist, aber S auf der rechten Seite von Produktionen verwendet wird. Es gibt
aber eine Grammatik vom Typ 1, die dieselbe Sprache erzeugt:

S — ¢

S — 9
S" — ab
S — aS'h

Die Grammatik aus Beispiel 6.3 ist vom Typ 1. Wir werden spéter sehen, dass es keine
Grammatik vom Typ 2 gibt, die die Sprache aus diesem Beispiel generiert. Die Gram-
matik aus Beispiel 6.5 ist vom Typ 2.

Die unterschiedlichen Typen von Grammatiken fiihren zu unterschiedlichen Typen von
Sprachen.

Definition 6.8 (Klasse der Typ-i-Sprachen)
Fir ¢ =0,1,2,3 ist die Klasse der Typ-i-Sprachen definiert als

L; :={L(G) | G ist Grammatik vom Typ i}.

Nach Definition kann eine Grammatik vom Typ ¢ auch Sprachen héheren Typs j > ¢
generieren (aber nicht umgekehrt). So erzeugt beispielsweise die folgende Typ-1 Gram-
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matik die Sprache {a"b" | n > 0}, welche nach Beispiel 6.1 vom Typ 2 ist:

S — ¢
S — ab
S — aXb
aXb — aaXbb
X — ab

Offensichtlich ist jede Grammatik von Typ 3 auch eine vom Typ 2 und jede Grammatik
von Typ 1 auch eine vom Typ 0. Da Grammatiken vom Typ 2 und 3 das Verkiirzen
des abgeleiteten Wortes erlauben, sind solche Grammatiken nicht notwendigerweise vom
Typ 1. Wir werden jedoch spéter sehen, dass jede Typ 2 Grammatik in eine Typ 1 Gram-
matik gewandelt werden kann, die dieselbe Sprache erzeugt. Daher bilden die assoziierten
Sprachtypen eine Hierarchie. Diese ist sogar strikt.

Lemma 6.9
[,3 CLyC L C /;0

Beweis. Nach Definition der Grammatiktypen gilt offenbar £3 C L, und £; C L.
Die Inklusion £ C £; werden wir spéter zeigen (Satz 8.12). Auch die Striktheit der
Inklusionen werden wir erst spater beweisen. O
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7. Rechtslineare Grammatiken und regulare Sprachen

Wir zeigen, dass rechtslineare Grammatiken genau die erkennbaren Sprachen generieren.
Damit haben wir eine weitere, unabhéngige Charakterisierung dieser Klassen von Spra-
chen gefunden und alle Resultate, die wir bereits fiir die erkennbaren Sprachen bewiesen
haben, gelten auch fiir Typ 3-Sprachen.

Satz 7.1
Die Typ-3-Sprachen sind genau die requliren/erkennbaren Sprachen, d.h.

L3 =A{L| L ist requldr}.
Beweis. Der Beweis wird in zwei Richtungen durchgefiihrt:
1. Jede Typ-3-Sprache ist erkennbar
S L € L3, dh. L = L(G) fiir eine Typ-3-Grammatik G = (N, X, P, S). Es gilt
wy - wy, € L(G)  gdw. es gibt eine Ableitung

(*) S = BQ l_G wlBl '_G U)ﬂ,UQBQ l_G Ce l_G wr ... U)nlenfl l_G Wy ... WH—1Wp

fiir Produktionen B; | — w;B; € P (i=1,...,n)und B, 1 — w, € P.

Diese Ableitung dhnelt dem Lauf eines NEA auf dem Wort wy - - - w,, wobei die
Nichtterminale die Zustinde sind und die Produktionen die Uberginge beschrei-
ben.

Wir konstruieren nun einen NEA mit Worttransitionen, der die Nichtterminalsym-
bole von G als Zustande hat:

A= (N U {Q}> E,S,A, {Q}), wobei
e () ¢ N Endzustand ist und
e A={(Aw,B) | A— wBe PYU{(Aw,Q) | A— we P}

Ableitungen der Form (%) entsprechen nun genau Pfaden in A:
(ox)  (S,w1, B1)(Br,wa, Ba) ... (Bpa, Wn1, Bu1)(Bn1, wn, )
Dies zeigt L(A) = L(G).

Beispiel 6.5 (Fortsetzung)
Die Grammatik
P= {S —al,
S —bS,
S — abB,
B — aB,

B — bB,
B — ¢}

liefert den folgenden NEA mit Wortiibergéngen:
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2. Jede erkennbare Sprache ist eine Typ-3-Sprache

Sei L = L(A) fir einen NEA A = (Q,%, qo, A, F). Wir definieren daraus eine
Typ-3-Grammatik G = (N, X, P, S) wie folgt:

N :=Q
S:=qo
P:={p—aq|(paq) cAtUu{p—c|pecF}

Ein Pfad in A der Form
(q07 ai, Ch)(Ql, a2, Q2) S (anly Qn,, Qn)
mit g, € F entspricht nun genau einer Ableitung

g Fqaq Fgaraqpe b ... Fgay...anq, Fgar. .. an,.

Beispiel:
Der folgende NEA

liefert die Grammatik mit den rechtslinearen Produktionen
P= {q — aq,

q0 — bqo,

do — aq,

@ — bga,

Q2 — aqa,

g2 — b,

@ — e}

Korollar 7.2
L3 C L.

o8



Rechtslineare Grammatiken und regquldre Sprachen

Beweis. Wir wissen bereits, dass L3 C Lo gilt. Aufserdem haben wir mit Beispiel 6.1
L := {a™0" | n > 0} € Ly. Wir haben bereits gezeigt, dass L nicht erkennbar /regulér
ist, d.h. mit Satz 7.1 folgt L ¢ Ls. O

Beispiel 7.3
Als ein weiteres Beispiel fiir eine kontextfreie Sprache, die nicht regulér ist, betrachten
wir L = {a"b™ | n # m}. (Vgl. Beispiele 2.2, 3.2) Man kann diese Sprache mit folgender
kontextfreien Grammatik erzeugen:
G = (N,X%, P, S) mit

e N = {S ) SZ? S S}

e ¥ = {a,b}
e P = {S —aSs, S — Sob,
SZ — CLSzb, SS — CLSSb,
SZ — (ISZ, SS — Sgb,
SZ — £, SS — 8}
Es gilt nun:

o S-FLwe{abl" = w=a"b" mit n > m,
o ScFLwe{ab}l" = w=a"b™ mit n <m,
woraus sich ergibt:
o StHLwe {a,b}* = w = aa"b™ mit n > m oder w = a™b™b mit n < m,

d.h. L(G) = {a"b™ | n # m}.
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8. Normalformen und Entscheidungsprobleme

Es existieren verschiedene Normalformen fir kontextfreie Grammatiken, bei denen die
syntaktische Form der Regeln weiter eingeschréankt wird, ohne dass die Klasse der er-
zeugten Sprachen sich dndert. Wir werden insbesondere die Chomsky Normalform ken-
nenlernen und sie verwenden, um einen effizienten Algorithmus fiir das Wortproblem fiir
kontextfreie Sprachen zu entwickeln. Zudem ist jede kontextfreie Grammatik in Chomsky
Normalform auch eine Typ-1 Grammatik, was die noch ausstehende Inklusion £ C £
zeigt. Wir werden auch das Leerheitsproblem und das Aquivalenzproblem diskutieren.

Zwei Grammatiken heifsen dquivalent, falls sie dieselbe Sprache erzeugen.

Zunéchst zeigen wir, wie man ,jiiberfliissige Symbole aus kontextfreien Grammatiken
eliminieren kann. Das ist zum spéteren Herstellen der Chomsky-Normalform nicht un-
bedingt notwendig, es ist aber trotzdem ein natiirlicher erster Schritt zum Vereinfachen
einer Grammatik.

Definition 8.1 (terminierende, erreichbare Symbole; reduzierte Grammatik)
Es sei G = (N, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik.

1) A € N heist terminierend, falls es ein w € ¥* gibt mit A -, w.

2) A € N heifst erreichbar, falls es u,v € (X U N)* gibt mit S F}, uAv.

3) G heilst reduziert, falls alle Elemente von N erreichbar und terminierend sind.

Die folgenden zwei Lemmata bilden die Grundlage zum wandeln einer kontextfreien
Grammatik in eine reduzierte Kontextfreie Grammatik.

Lemma 8.2

Fiir jede kontextfreie Grammatik G = (N, %, P, S) kann man die Menge der terminie-
renden Symbole berechnen.

Beweis. Wir definieren dazu

Th:={AeN|Fwe¥X A—weP}
Tivi:=T,U{AeN|Fwe (XUT)":A— we P}

Es gilt
"hCT, C---CN.

Da N endlich ist, gibt es ein k mit T = T 1 = | T;-

i>1
Behauptung:
T, ={A € N | Aist terminierend}, denn:

,C' Zeige durch Induktion iiber i: alle Elemente von T}, i > 1, terminierend:
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e i =1: AeT = Abgw € ¥*, also A terminierend.

o i+ i+1: A€l = Ak wiBiueBs - - - Uy, By mit u; € ¥* und B; € Tj,
also (Induktion) B; -, w,; € ¥*. Es folgt, dass A terminierend.

D' Zeige durch Induktion iiber i:
AFFwey = AeT,.
o i=1: Al weX* = A—weP=>AcT
o i—it+ L AR wexr
= AbFgu By upBpg l—éi ULWT * + * Up Wyl = W,
mit u; € X* und B; l—éi w; € X7
= B; € T, fiir alle j (Induktion)

= A€ Tin
Wl
Beispiel 8.3
P={ S— A, S — aCbBa,
A — aBAc, B — Cab,
C — AB, C — aa,

T1:{C}CTQZ{C,B}Cng{C,B,S}:T4

Es ist also A das einzige nichtterminierende Symbol.

Das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken besteht darin, fiir eine gegebene
kontextfreie Grammatik G zu entscheiden, ob L(G) = (). Lemma 8.2 hat folgende inter-
essante Konsequenz.

Satz 8.4

Das Leerheitsproblem ist fiir kontextfreie Grammatiken in polynomieller Zeit entscheid-
bar.

Beweis. Offenbar gilt L(G) # 0 gdw. Jw € ¥*: SEL w  gdw. S ist terminierend.
Ausserdem ist leicht zu sehen, dass der Algorithmus zum Berechnen aller terminierenden
Symbole in polynomieller Zeit 1auft. O]

Wir werden in “Theoretische Informatik 2”7 sehen, dass das Leerheitsproblem fiir Gram-
matiken der Typen 0 und 1 nicht entscheidbar ist.

Lemma 8.5

Fiir jede kontextfreie Grammatik G = (N, %, P, S) kann man die Menge der erreichbaren
Nichtterminalsymbole berechnen.
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Beweis. Wir definieren dazu

EO = {S}
Eiy1:= E;U{A | 3B € E; mit Regel B — uj Auy € P}
Es gilt
EyCE CEyC---CN.
Da N endlich ist, gibt es ein k mit Ej = Ejy,; und damit Ey = |J E;.

i>0
Behauptung:
Ey={A € N | Aist erreichbar}, denn:

,C Zeige durch Induktion tber i: F; enthélt nur erreichbare Symbole

, 2"t Zeige durch Induktion tiber i: S+ uAv = A € E;.

Beispiel 8.6
P={ S—aS, A— ASB,
S—SB, A—C,
S—S8S, B — Cb,
S—e }

E(]:{S} CElz{S,B} CEQI{S,B,C}:Eg

Es ist also A das einzige nichterreichbare Symbol.

Lemma 8.2 und 8.5 zusammen zeigen, wie man unerreichbare und nichtterminierende
Symbole eliminieren kann.

Satz 8.7

Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit L(G) # () kann man eine dquivalente reduzierte
kontextfreie Grammatik konstruieren.

Beweis. Sei G = (N,%, P,S).
Erster Schritt: Eliminieren nicht terminierender Symbole.

G’ is die Einschrankung von G auf terminierende Nichtterminale, also
G = (N, %, P, S) mit

e N':={A € N | Aist terminierend in G}
e PP'={A—weP|Ae N, ,we (N UX)*}
Beachte: Weil L(G) # 0 ist S terminierend, also S € N'!
Zweiter Schritt: Eliminieren unerreichbarer Symbole.

G" .= (N", %, P",S) ist die Einschrankung von G’ auf erreichbare Nichtterminale,
wobei
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e N":={A e N'| Aist erreichbar in G’}
e PlFi={A—weP |Aec N we (NUX)*}
Man sieht leicht, dass L(G) = L(G') = L(G") und G" reduziert ist. O

Vorsicht:

Die Reihenfolge der beiden Schritte ist wichtig, dann das Eliminieren nicht terminie-
render Symbole kann zusétzliche Symbole unerreichbar machen (aber nicht umgekehrt).
Betrachte zum Beispiel die Grammatik G = (N, %, P, S) mit

P={S—e¢ S— AB, A—a}

In G sind alle Symbole erreichbar. Eliminiert man zuerst die unerreichbaren Symbole,
so andert sich die Grammatik also nicht. Das einzige nicht terminierende Symbol ist B
und dessen Elimination liefert

P ={S—¢e A—a}
Diese Grammatik ist nicht reduziert, da nun A unerreichbar ist.

Beachte auch, dass eine Grammatik G mit L(G) = () niemals reduziert sein kann, da
jede Grammatik ein Startsymbol S enthalten muss und S in GG nicht terminierend sein
kann.

Wie zeigen nun, dass jede reduzierte Grammatik in eine dquivalente Grammatik in
Chomsky-Normalform gewandelt werden kann. Dies geschieht in drei Schritten:

e Eliminieren von Regeln der Form A — ¢ (e-Regeln),

e Eliminieren von Regeln der Form A — B (Kettenregeln),

e Aufbrechen langer Worter auf den rechten Seiten von Produktionen und Aufheben
der Mischung von Terminalen und Nichtterminalen.

Am Ende werden wir die sogennante Chomsky-Normalform hergestellt haben, bei der
alle Regeln die Form A — BC und A — a haben. Wie bei Typ-1-Grammatiken ist
die Ausnahme S — ¢ erlaubt, wenn ¢ nicht auf der rechten Seite von Produktionen
vorkommt.

Wir beginnen mit dem Eliminieren von e-Regeln.

Definition 8.8 (e-freie kontextfreie Grammatik)
Eine kontextfreie Grammatik heifst e-frei, falls gilt:
1) Sie enthélt keine Regeln A — ¢ fiir A # S.

2) Ist S — ¢ enthalten, so kommt S nicht auf der rechten Seite einer Regel vor.

Um eine Grammatik e-frei zu machen, eliminieren wir zunéchst alle e-Regeln. Wir er-
halten eine Grammatik G’ mit L(G’") = L(G) \ {¢}. Das Fehlen von ¢ kann man spéter
leicht wieder ausgleichen.
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Lemma 8.9

Es sei G eine kontextfreie Grammatik. Dann ldsst sich eine Grammatik G' ohne e-Regeln
konstruieren mit L(G') = L(G) \ {e}.
Beweis.

1) Finde alle A € N mit A K, e:

Ni={AeN|A—c€cP}
Es gibt ein k mit Ny = Niy1 = |J NV;. Fiir dieses k gilt: A € N, gdw. A e
i>1

2) Eliminiere in G alle Regeln A — . Um dies auszugleichen, nimmt man fiir alle
Regeln

A— w By upBpupy mit By, ..., B, € Nyund ug, ..., up1 € (BUN\ Ny)*

die Regeln
A — w1 Srug -+ U Bl
hinzu fiir alle 81 € {By,¢},...,Bn € { By, e} mit uiBiug -+ u,fptini1 # €. O
Beispiel:
P= {S—aS, S— S5S, S— bA,
A — BB,
B — CC, B — aAbC,
C — ¢}
NO = {C}a
Nl - {07 B}7

Ny = {C,B,A} = N3

P= {S—aS, S— 5SS, S—bA, S—b,
A— BB, A— B,
B—CC, B—C,
B — aAbC, B — abC, B — aAb, B — ab}

Die Ableitung S - bA + bBB F bCCB + bCCCC F* b kann in G’ direkt durch S F b
erreicht werden.
Satz 8.10

Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann eine dquivalente e-freie Grammatik konstru-
tert werden.

Beweis. Konstruiere G' wie im Beweis von Lemma 8.9 beschrieben. Ist € ¢ L(G) (d.h.
S e e, also S ¢ Ni), so ist G’ die gesuchte e-freie Grammatik. Sonst erweitere G’ um
ein neues Startsymbol Sy und die Produktionen Sy — S und Sy — ¢. O
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Korollar 8.11
Lo C L.

Beweis. Offenbar ist jede e-freie kontextfreie Grammatik eine Typ-1-Grammatik, da
keine der verbleibenden Regeln verkiirzend ist (mit Ausnahme von S — ¢, wobei dann
S ja aber wie auch bei Typ-1 gefordert auf keiner rechten Regelseite auftritt). m

Der folgende Satz zeigt, dass man auf Kettenregeln verzichten kann.

Satz 8.12

Zu jeder kontextfreien Grammatik kann man eine dquivalente kontextfreie Grammatik
konstruieren, die keine Kettenregeln enthdlt.

Beweisskizze.

1) Bestimme die Relation K := {(A, B) | A B}
(leicht mit induktivem Verfahren machbar).

2) P={A—w|(AB)eK,B—weP, undw¢ N} O
Beispiel:

P={S— A A— B, B—aA, B— b}
K = {(87 S)v(A7A)7<B=B)7(S7 A),(A,B),(S, B)}a
P'={B—aA, A— aA, S— dA,

B—b A—b S—0b}

Wir etablieren nun die Chomsky-Normalform.

Satz 8.13 (Chomsky-Normalform)

Jede kontextfreie Grammatik lisst sich umformen in eine dquivalente Grammatik, die
nur Regeln der Form

e A—a, A— BC mit A,B,C €N, a€X
e und eventuell S — &, wobei S nicht rechts vorkommit

enthdlt. Eine derartige Grammatik heifst dann Grammatik in Chomsky-Normalform.

Beweis.

1) Konstruiere zu der gegebenen Grammatik eine dquivalente e-freie ohne Kettenre-
geln. (Dabei ist die Reihenfolge wichtig!)

2) Fiihre fiir jedes a € X ein neues Nichtterminalsymbol X, und die Produktion
X, —> a ein.

65



Normalformen und Entscheidungsprobleme

3) Ersetze in jeder Produktion A — w mit w ¢ ¥ alle Terminalsymbole a durch die
zugehorigen X, .

4) Produktionen A — By --- B, fiir n > 2 werden ersetzt durch
A— BlCl, 01 — BQCQ, cey Cn_g — Bn—an

wobei die C; jeweils neue Symbole sind.

]

Wir betrachten nun das Wortproblem fiir kontextfrei Sprachen. Im Gegensatz zu den
reguléren Sprachen fixieren wir dabei eine kontextfreie Sprache L, die durch eine Gram-
matik G' gegeben ist, anstatt G als Eingabe zu betrachten. Die zu entscheidende Frage
lautet dann: gegeben ein Wort w € ¥*, ist w € L? Das fixieren der Sprache ist fiir kon-
textfreie Sprachen in den meisten Anwendungen durchaus sinnvoll: wenn man z.B. einen
Parser fiir eine Programmiersprache erstellt, so tut man dies i.d.R. fiir eine einzelne, fi-
xierte Sprache und betrachtet nur das in der Programmiersprache formulierte Programm
(= Wort) als Eingabe, nicht aber die Grammatik fiir die Programmiersprache selbst.

Wir nehmen an, dass die verwendete Grammatik zuvor in Chomsky-Normalform trans-
formiert wurde. Wie wir gleich sehen werden, ist dies eine Voraussetzung, um den be-
kannten CYK-Algorithmus anwenden zu konnen. Zuvor soll aber kurz eine angenehme
Eigenschaft der Chomsky-Normalform erwéhnt werden, die auf sehr einfache Weise einen
(wenngleich ineffizienten) Algorithmus fiir das Wortproblem liefert: wenn G eine Gram-
matik in Chomsky-Normalform ist, dann hat jede Ableitung eines Wortes w € L(G)
hochstens die Lange 2|w| + 1:

e Produktionen der Form A — BC verlingern um 1, d.h. sie kénnen maximal
|w| — 1-mal angewandt werden.

e Produktionen der Form A — a erzeugen genau ein Terminalsymbol von w, d.h.
sie werden genau |w|-mal angewandst.

Die “+1” wird nur wegen des leeren Wortes benotigt, das Lange 0 hat, aber einen Ablei-
tungsschritt benotigt. Im Gegensatz dazu kann man zu kontexfreien Grammatiken, die
nicht in Chomsky-Normalform sind, uiberhaupt keine Schranke fiir die maximale Léan-
ge von Ableitungen angeben. Im wesentlichen liegt dies daran, dass Kettenregeln und
e-Regeln gestattet sind.

Fiir Grammatiken in Chomsky-Normalform liefert die obige Beobachtung folgenden Al-
gorithmus fiir das Wortproblem: gegeben ein Wort w kann man rekursive alle maglichen
Ableitungen der Lange < 2|w|+ 1 durchprobieren, denn davon gibt es nur endlich viele.
Wie schon erwéhnt ist dieses Verfahren aber exponentiell. Einen besseren Ansatz liefert
die folgende Uberlegung:

Definition 8.14

Es sei G = (N, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform und
w=ay---a, € X*. Wir definieren:
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o w;i:=a;---a; (furi<j)

Mit dieser Notation gilt nun:

1) Se Ny, gdw. w e L(G)
2) Ae Ny gdw. AFZ a;
gdw. A —a; € P
3) Ae N firi<y gdw. AFgLa;---a;
gdw. JA — BC € P und ein k mit ¢ < k < j mit
B¢ ai--ap und C F§ apgr - - - a;
gdw. 4A — BC € P und k mit 1 < k < j mit
B € Ny, und C' € N(gy1);

Diese Uberlegungen liefern einen Algorithmus zur Berechnung von Ny, nach der soge-
nannten “Divide & Conquer” (“Teile und Herrsche”) Methode. Die generelle Idee dabei
ist, das eigentliche Problem in Teilprobleme zu uerlegen und diese dann beginnend mit
den einfachsten und fortschreitend zu immer komplexeren Teilproblemen zu 16sen. Im
vorliegenden Fall sind die Teilprobleme das Berechnen der N;; mit ¢ < j. Die “einfachs-
ten” Teilprobleme sind dann diejenigen mit ¢ = 7 und die Teilprobleme werden immer
schwieriger, je grofer die Teilwortlange j — ¢ wird.

Algorithmus 8.15 (CYK-Algorithmus von Cocke, Younger, Kasami)
For i := 1 10 n DO

Ny :={A| A— a; € P}
For ¢ := 11O n—1 Do (wachsende Teilwortldnge ¢ = j — 1)
For i :=1TO n—{ Do (Startposition ¢ von Teilwort)
ji=1i+/l (Endposition j von Teilwort)
Nij := 10

For k := i To j—1 Do (Mogliche Trennpositionen k)
Nij = Nij U {A | JA — BC € P mit B € Nik: und C' € N(k+1)j}

Beachte:

In der innersten Schleife sind NV und N41); bereits berechnet, da die Teilwortlingen
k —iund j — k + 1 kleiner als das aktuelle /.

Satz 8.16

Fiir jede Grammatik G in Chomsky-Normalform entscheidet der CYK-Algorithmus die
Frage ,gegeben w, ist w € L(G)?“ in Zeit O(Jw]?).

Beweis. Drei geschachtelte Schleifen, die jeweils < |w| = n Schritte machen, daraus
folgt: |w|® Schritte in der innersten Schleife. O
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Beachte:

Die Grofe von G ist hier als konstant angenommen (fest vorgegebenes GG). Daher braucht
die Suche nach den Produktionen A — BC' und A — a; auch nur konstante Zeit.

Beispiel:
P= {S— SA, S —aq,
A — BS,

B — BB, B— BS, B— b, B— ¢}

und w = abacba:

i\j | 1 2 3 4 5 6
1 |S 0 S 0 0 S
2 B A B | B B A, B
3 S 0 0 S S € Nig={S}
4 B B A, B = we L(G)
5 | B A B
6 S
w=|a b a c b a

Wir werden in der VL , Theoretische Informatik II“ beweisen, dass das Aquivalenzpro-
blem fiir kontextfreie Sprachen unentscheidbar ist, siehe Satz 16.7 dieses Skriptes. Es
gibt also keinen Algorithmus, der fiir zwei gegebene kontextfreie Grammatiken G; und
G5 entscheidet, ob L(G1) = L(G5).

Eine weitere interessante Normalform fiir kontextfreie Grammatiken ist die Greibach-
Normalform, bei der es fiir jedes Wort in der Sprache eine Ableitung gibt, die die Ter-
minale streng von links nach rechts erzeugt, und zwar genau ein Nichtterminal pro
Ableitungsschritt. Wir geben den folgenden Satz ohne Beweis an.

Satz 8.17 (Greibach-Normalform)

Jede kontextfreie Grammatik lisst sich umformen in eine dquivalente Grammatik, die
nur Regeln der Form

e A—aw (AeN,aeX,weN*)
e und eventuell S — &, wobei S nicht rechts vorkommit

enthilt.
FEine derartige Grammatik heifst Grammatik in Greibach-Normalform.
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9. Abschlusseigenschaften und Pumping Lemma

Die kontextfreien Sprachen verhalten sich beziiglich Abschlusseigenschaften nicht ganz
so gut wie die reguldren Sprachen. Wir beginnen mit positiven Resultaten.
Satz 9.1

Die Klasse Lo der kontextfreien Sprachen ist unter Vereinigung, Konkatenation und
Kleene-Stern abgeschlossen.

Beweis. Es seien Ly = L(G1) und Ly = L(G3) die Sprachen fiir kontextfreie Grammati-
ken G; = (N;, 3, P;,S;) (i =1,2). O.B.d.A. nehmen wir an, dass N; N N, = (.

].) G = (N1UN2U{S},E,P1UPQU{S—> Sl,S —>SQ},S> mit S¢ N1UN2
ist eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = Ly U Lo.

2) G = (N1UN2U{S},Z,P1UP2U{S—)Sps’g},S) mit S?é N1UN2
ist eine kontextfreie Grammatik mit L(G') = L; - Lo.

3) G" = (Nl U {S},E,Pl U {S — 5,5 — SSl},S) mit S ¢ N1
ist eine kontextfreie Grammatik fiir Lj O

Wir werden zeigen, dass Abschluss unter Schnitt und Komplement nicht gilt. Dazu
benotigen wir zunéchst eine geeignete Methode, von einer Sprache nachzuweisen, dass
sie nicht kontextfrei ist. Dies gelingt wieder mit Hilfe eines Pumping-Lemmas. in dessen
Beweis stellt man Ableitungen als Baume dar, sogenannte Ableitungsbiume.

Beispiel:

P={S— SbS,S — a}
Drei Ableitungen des Wortes ababa:

1) S+ SbSF abSF abSbhS F ababS + ababa
2) S+ SbSt abS F abSbS + abSba t- ababa
3) SE SbSt Sbat= SbSba = Sbaba F ababa

Die zugehorigen Ableitungsbdume:

Fiir 1) und 2): Fiir 3):

S S
AR RN
S b S S b S
N SN
a S b S S b S a

69



Abschlusseigenschaften und Pumping Lemma

Ein Ableitungsbaum kann also fiir mehr als eine Ableitung stehen und dasselbe Wort
kann verschiedene Ableitungsbdume haben.

Wir verzichten auf eine exakte Definition von Ableitungsbdumen, da diese eher kompli-
ziert als hilfreich ist. Stattdessen geben wir nur einige zentrale Eigenschaften an.
Allgemein:

Die Knoten des Ableitungsbaumes sind mit Elementen aus ¥ U N beschriftet. Dabei
diirfen Terminalsymbole nur an den Blidttern vorkommen (also an den Knoten ohne
Nachfolger) und Nichtterminale iiberall (um auch partielle Ableitungen darstellen zu
konnen). Ein mit A beschrifteter Knoten kann mit as, ..., a, beschriftete Nachfolger-
knoten haben, wenn A — oy ..., € P ist.

Ein Ableitungsbaum, dessen Wurzel mit A beschriftet ist und dessen Blétter (von links
nach rechts) mit ay, ..., @, € ¥ U N beschriftet sind, beschreibt eine Ableitung
AL aq. ..o

Lemma 9.2 (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen)

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es ein ng > 0 so dass gilt:
fir jedes z € L mit |z| > ng existiert eine Zerleqgung z = uvwzxy mit:

e vx # ¢ und |vwz| < nyg

o wlwa'y € L fiir alle i > 0.
Beweis. Sei G eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = L. Nach Satz 8.10 und 8.12
kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass G e-frei ist und keine Kettenregeln enthélt. Sei

e m die Anzahl der Nichtterminale in G;

e k eine Schranke auf die Léange der rechten Regelseiten in G}

o ny = kML,
Wir verfahren nun wir folgt.

1) Ein Baum der Tiefe < ¢ und der Verzweigungszahl < k hat maximal k' viele
Blatter:

eine Ebene: < k Blatter | zwei Ebenen: < k? Blitter

/

Der Ableitungsbaum fiir z hat |z| > k™" Blitter, also gibt es einen Pfad (Weg
von Wurzel zu Blatt) der Lénge > m + 1 (gemessen in Anzahl Kanten).

) ete.

2) Auf diesem Pfad kommen > m+1 Symbole vor, davon > m Nichtterminale. Da es
nur m verschiedene Nichtterminale gibt, kommt ein Nichtterminal A zweimal vor.
Dies fiihrt zu folgender Wahl von u, v, w, z, y:
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S
Lange > m + 1

U Ty w Ty

Wir wéhlen hier 0.B.d.A. die erste Wiederholung eines Nichtterminals A von den
Blattern aus gesehen; mit den Argumenten in 1) hat dann der Teilbaum

vw g

die Tiefe < m + 1, was [vwx| < k™ = ng zeigt.

3) Esgilt: SHE uAy, AFLvAx, AL w, woraus folgt:
S Fi uAy Fo w'Az'y By ow'lwa'y.

4) vx # e: Da G e-frei ist, wire sonst A Ff, vAz nur bei Anwesenheit von Regeln der
Form A — B moglich. ]

Wir verwenden nun das Pumpinglemma, um beispielhaft von einer Sprache nachzuwei-
sen, dass sie nicht kontextfrei ist.

Lemma 9.3
L={a"b"c" | n>1} ¢ Ls.

Beweis. Angenommen, L € L5. Dann gibt es eine e-freie kontextfreie Grammatik G
ohne Regeln der Form A — B fiir L. Es sei ny die zugehodrige Zahl aus Lemma 9.2.
Wir betrachten z = a™b™c™ € L = L(G). Mit Satz 9.2 gibt es eine Zerlegung

2 = woway, ve # ¢ und w'wz'y € L fiir alle ¢ > 0.
1. Fall: v enthélt verschiedene Symbole. Man sieht leicht, dass dann
2 2 KTk %
wotwzy ¢ a*b*c* O L.

2. Fall: z enthéilt verschiedene Symbole. Dies fiihrt zu entsprechendem Widerspruch.

3. Fall: v enthélt lauter gleiche Symbole und x enthélt lauter gleiche Symbole. Dann
gibt es einen Symbole aus {a, b, ¢}, der in zv nicht vorkommt. Daher kommt dieser
in uwv’wz'y = uwwy weiterhin ng-mal vor. Aber es gilt |uwy| < 3ng, was uwy ¢ L
zeigt.

]
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Dieses Beispiel zeigt auch, dass die kontextfreien Sprachen eine echte Teilmenge der
Typ 1-Sprachen sind.

Satz 9.4
Lo C L.

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass Lo C £ gilt (Korollar 8.11). Es bleibt zu zeigen,
dass die Inklusion echt ist. Dafiir betrachten wir die Sprache L = {a"b"¢" | n > 1}. Nach
Lemma 9.3 ist L ¢ Lo. Nach Beispiel 6.3 gilt aber L € L;. O

Ausserdem kénnen wir nun zeigen, dass die kontextfreien Sprachen unter zwei wichtigen
Operationen nicht abgeschlossen sind.

Korollar 9.5

Die Klasse Lo der kontextfreien Sprachen ist nicht unter Schnitt und Komplement ab-
geschlossen.

Beweis.
1) Die Sprachen {a"b"¢™ | n > 1,m > 1} und {a™b"c" | n > 1,m > 1} sind in Lo:
o {a"0"c™ |n>1,m>1}={ad"b" |n>1}-{c" | m>1}

WV T
€ Lo =cte L3 C Lo
S

N

v~

€ L2 (Konkatenation)
e {a"b"c" | n>1,m > 1} — analog
2) {a"b"c" | n > 1} ={a™"c™ | n,m > 1} N{a™b"c" | n,m > 1}.
Wiére £, unter N abgeschlossen, so wiirde {a™b"c" | n > 1} € L, folgen.
Widerspruch zu Teil 1) des Beweises von Satz 9.4.

3) LiNLy= LU L.
Wire L5 unter Komplement abgeschlossen, so auch unter N, da £, unter U abge-
schlossen ist. Widerspruch zu 2).

]

Beachte:

Man kann daher das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Sprachen nicht einfach auf das
Leerheitsproblem reduzieren (dazu braucht man sowohl Schnitt als auch Komplement).
Wie bereits erwihnt werden wir spiter sogar sehen, dass das Aquivalenzproblem fiir
kontextfreie Sprachen unentscheidbar ist.
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10. Kellerautomaten

Bisher hatten wir kontextfreie Sprachen nur mit Hilfe von Grammatiken charakterisiert.
Wir haben gesehen, dass endliche Automaten nicht in der Lage sind, alle kontextfreien
Sprachen zu akzeptieren.

Um die Beschreibung von kontextfreien Sprachen mit Hilfe von endlichen Automaten zu
ermoglichen, muss man diese um eine unbeschrinkte Speicherkomponente, einen soge-
nannten Keller (engl. Stack), erweitern. Dieser Keller speichert zwar zu jedem Zeitpunkt
nur endlich viel Information, kann aber unbeschrankt wachsen.

Die folgende Abbildung zeigt eine schematische Darstellung eines Kellerautomaten:

Eingabe: von links nach rechts; nur ein Symbol sichtbar

Lese
kopf
endliche Schreibkopf
Kontrolle

« nur oberstes Symbol
N y sichtbar
NN - Anderung des Inhalts
= NEA nur von oben
+ kann beliebig grol3 werden
N J
\%
Keller

Diese Idee wird in folgender Weise formalisiert.

Definition 10.1 (Kellerautomat)

Ein Kellerautomat (pushdown automaton, kurz PDA) hat die Form
A= (Q, Z, F, qo, Z(), A), wobei

e () eine endliche Menge von Zustdnden ist,
Y. das Eingabealphabet ist,
I' das Kelleralphabet ist,

qo € Q der Anfangszustand ist,

Zy € T das Kellerstartsymbol ist und
ACQx (2U{e}) xT xI'* x Q eine endliche Ubergangsrelation ist.
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Anschaulich bedeutet die Ubergangsrelation:

(q,a,Z,v,q): Im Zustand g mit aktuellem Eingabesymbol a und oberstem Kellersymbol
Z darf der Automat Z durch v ersetzen und in den Zustand ¢’ und zum néchsten
Eingabesymbol iibergehen.

(q,e,7Z,7,q"): wie oben, nur dass das aktuelle Eingabesymbol nicht relevant ist und man
nicht zum néchsten Eingabesymbol iibergeht (der Lesekopf éndert seine Position
nicht).

Im Gegensatz zu den e-Ubergéingen von e-NEAs konnen bei PDAs Zustéinde der zweiten
Form im allgemeinen nicht eliminiert werden (z.B. kann ohne solche Ubergéinge das
leere Wort nicht eliminert werden). Man beachte, dass ein Kellerautomat nicht iiber
Endzustande verfiigt. Wie wir im folgenden sehen werden ist Akzeptanz stattdessen
iiber den leeren Keller definiert.

Um die Sprache zu definieren, die von einem Kellerautomaten erkannt wird, brauchen wir
den Begriff der Konfiguration, die den aktuellen Stand einer Kellerautomatenberechnet
erfasst. Diese ist bestimmt durch.

e den noch zu lesenden Rest w € ¥* der Eingabe (Lesckopf steht auf dem ersten
Symbol von w)

e den Zustand q € Q
e den Kellerinhalt ~y € T* (Schreiblesekopf steht auf dem ersten Symbol von )

Definition 10.2
Eine Konfiguration von A hat die Form

K=(qwy) €@ xX xI"

Die Ubergangsrelation ermdglicht die folgenden Konfigurationsiiberginge:
o (q,aw,Z7) Fa (¢, w,p) falls (¢,a,Z,5,¢) € A
o (qw, Zy) Fa (' w,By) falls (q,¢,Z, B,q') € A
o LFHYK' gdw. In >0 3K,,..., K, mit

IC():IC7 lCn:/C'undlCil—AlCiH fur0§z<n

Der Automat A akzeptiert das Wort w € ¥* gdw.
(qo, w, Zy) F (q,e,¢) (Eingabewort ganz gelesen und Keller leer).

Die von A erkannte Sprache ist

L(A) = {w € ¥* | A akzeptiert w}.

Im folgenden zwei einfach Beispiele fiir Kellerautomaten.
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Beispiel 10.3
Ein PDA fir {a"b" | n > 1}.

e Q= {q 0, [}
o I'= {Z 7},
e Y= {a,b}und
e A= {(q, a, Zy, ZZy, qo), (erstes a, speichere Z)
(o, a, Z, ZZ, q), (weitere a’s, speichere Z)
(o, b, Z, e, ¢1), (erstes b, entnimm 7))
(1, b, Z, e, ¢1), (weitere b’s, entnimm 7))
(1, e, Zo, &, )} (lésche das Kellerstartsymbol)

Wir stellen einen Kellerautomaten graphisch in der folgenden Weise dar, wobei die Kan-
tenbeschriftung a/Z/~ bedeutet, dass der Automat bei Z als oberstem Kellersymbol das
Eingabesymbol a lesen kann und Z durch ~ ersetzen.

CL/ZQ ZZO b/Z/E
A4

; b/Z /e @ e/Zy/e @

Betrachten wir beispielhaft einige Konfigurationsiibergiange:

1) (QO;aabb» ZO) |_.A (q0aabba ZZO) |_.A (q07bba ZZZO) |_.A <q1ab7 ZZU) '_.A (Qh& ZO) |_.A

(f.e.e)
— akzeptiert

2) (qu aab_,. Z[)) |_j4 (q07 b, ZZZ()) l__A (q17 g, ZZO)
— kein Ubergang mehr moglich, nicht akzeptiert

3) (q07 (lbb7 ZO) |_.A (Q(b bb7 ZZO) '_.A (QL b7 ZO) |_A (f7 b7 8)
— nicht akzeptiert

Beispiel 10.4
Ein PDA fiir L = {ww | w € {a,b}*} (wobei fir w = ay ...a, gilt W= a,...a).

e Q={q,q,%, [}
o I'={a,b, 2y},

e ¥ ={a,b}, und

o A=
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a/a/aa

e/Zy/e b/b/bb

b

q1

b/b/e

bhs

In ¢; wird die erste Worthélfte im Keller gespeichert. Der nichtdeterministische
Ubergang von ¢; nach ¢y ,rat* die Wortmitte. In ¢, wird die zweite Halfte des
Wortes gelesen und mit dem Keller verglichen.

Die in den Definitionen 10.1 und 10.2 eingefiihrte Version von Kellerautomaten akzeptiert
per leerem Keller. Man kann stattdessen auch Akzeptanz per Endzustand definieren.
Definition 10.5

Ein Kellerautomat (PDA) mit Endzustdnden ist ein Tupel

.A - (Q, E,F,C]o, ZO7A7F)7

wobei alle Komponenten bis auf F' wie in Definition 10.1 sind und F' C @ eine Endzu-
standsmenge ist. Ein solcher PDA akzeptiert ein Eingabewort w € ¥* gdw. (qo, w, Zy) %
(q,e,7) fir ein ¢ € F und v € T™*.

Es ist nicht schwer, zu zeigen, dass PDAs mit Akzeptanz per leerem Keller und solche
mit Akzeptanz per Endzustand dieselbe Sprachklasse definieren. Der Beweis wird als
Ubung gelassen.

Satz 10.6

Jede Sprache, die von einem PDA (per leerem Keller) erkannt wird, wird auch von einem
PDA mit Endzustinden erkannt und umgekehrt.

Wir werden nun zeigen, dass man mit Kellerautomaten genau die kontextfreien Sprachen
erkennen kann. Dazu fiihren wir zunéchst den Begriff der Linksableitung ein.
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Definition 10.7

Sei GG eine kontextfreie Grammatik. Eine Ableitung S = wg Fg wy Fg we Fg -+ - Fg w,
heisst Linksableitung wenn sich w; 1 aus w; durch Anwendung einer Regel auf das linkest-
stehende Nichtterminal in w; ergibt, fiir alle ¢ < n.

Das folgende Lemma zeigt, dass sich die von einer kontextfreien Grammatik erzeugte
Sprache nicht verdndert, wenn man statt beliebigen Ableitungen nur noch Linksablei-
tungen zuléfst.

Lemma 10.8

Fiir jede kontextfreie Grammatik G gilt: L(G) = {w € ¥* | w kann in G mit Linksablei-
tung erzeugt werden.

Zum Beweis von Lemma 10.8 geniigt es, zu zeigen, dass jedes w € L(G) mittels einer
Linksableitung erzeugt werden kann. Wir argumentieren nur informell: wenn w € L(G),
dann gibt es eine Ableitung von w in G. Diese kann als Ableitungsbaum dargestellt
werden. Aus dem Ableitungsbaum lésst sich nun wiederrum eine Linksableitung von w
ablesen (zum Beispiel durch Traversieren des Baumes in Pre-Order).

Satz 10.9
Fiir jede formale Sprache L sind dquivalent:
1) L with von einer kontextfreien Grammatik erzeugt.

2) L wird von einem PDA erkannt.

Beweis.
1 —> 2%

Es sei G = (N,X%, P,S) eine kontextfreie Grammatik. Der zugehorige PDA simuliert
Linksableitungen von G auf dem Keller.

Genauer gesagt definieren wir A = (Q, %, T, qo, Zo, A) wobei Q = {q}, ' = X UN,
o = q, Zy = S und A aus folgenden Ubergidngen besteht:

e Ubergiinge zum Anwenden von Produktionen auf das oberste Kellersymbol:
fiir jede Regel A — ~ den Ubergang (¢,¢, A, 7, q);

e Uberginge zum Entfernen bereits erzeugter Terminalsymbole von der Kellerspitze,
wenn sie in der Eingabe vorhanden sind:

fiir jedes Terminalsymbol a € ¥ den Ubergang (q,a, a, <, q).
Beispiel:
P={S—¢, S—aSa, S— bSb} liefert die Ubergiinge:
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R

)

e e R R
2

q

)

Y

’

Y

Y

e, S, e, q), (S —¢)

e, S, aSa, q), (S — aSa)
e, S, bSh, q), (S — bSh)

a, a, ¢, q), (a entfernen)
b, b, e, q) (b entfernen)

Die Ableitung S kg aSa g abSba g abba entspricht der Konfigurationsfolge

(q,abba, S) k4 (q,abba,aSa) 4 (q,bba,Sa) 4 (q,bba,bSba) -4
(Q7 baa Sba) l_A (Q7 baa ba) l_A (Qa @, (l) l_A (Q7 g, 5)

Zu zeigen:
Fiir alle w € ¥* gilt: S F{, w mittels Linksableitung gdw (¢, w, S) F4 (g,¢,¢€).

Beweis der Behauptung.

,=" Seil

S=wytFgw g - Fgw, =w

eine Linksableitung. Fiir alle i < n sei w; = u;q; so dass u; nur aus Terminalsym-
bolen besteht und «g mit Nichtterminal beginnt oder leer ist. Jedes w; ist Préfix
von w. Sei v; das dazugehorende Suffix, also w = w;v;.

Wir zeigen, dass

<Q7w7S) - (q,'Uo,Oéo) l_:kat (CbUl’Oél) l_;l e l_:kél (Q7vn7an) - (Q787€)-

Sei i < n und A — v die Produktion fiir w; F¢ w;,1. Also beginnt a; mit A. Dann
ergibt sich (q,v;, ;) F% (¢, vit1, iy1) durch folgende Transitionen:

e zunichst verwende (q,¢, A, 7, q);

e verwende dann Transitionen (g, a, a, €, ) solange das oberste Stacksymbol ein
Terminalsymbol a ist.

: Gelte umgekehrt

(qa w, S) = (qv Vo, O(()) l_jz\ (q7U17 al) l_j,kzl e l_j\ (Q7Un7 an) = (q7€7€)'
Wir koénnen 0.B.d.A. annehmen, dass

e jede der Teilableitungen (q, v;, ;) F% (¢, viy1, 1) genau einen Ubergang der
Form (g, e, A, 7, q) und beliebig viele der Form (¢, a, a, e, q) verwendet und

e das erste Symbol von «; ein Nichtterminal ist.
Jedes v; ist Suffix von w. Sei u; das dazugehorende Prifix, also w = w;v;.

Wir zeigen, dass
S =upag Fg uioq Fg -+ - Fa upa,.

Seii < nund (q,¢, A, 7, q) der erste Ubergang in (g, v;, o) Fi (g, vig1, ir1) gefolgt
von (q,a1,a1,€,q), ..., (q, Qm, am,€,q). Dann hat «; die Form A/ und v die Form
aj---a, By mit B € N. Anwendung der Regel A — v auf u;«; ergibt u;val, =
wiay + - Ay By o = w10y
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2 — 1%
Es sei A = (Q,%, 1, qo, Zp,A) ein PDA. Die Nichtterminalsymbole der zugehorigen
Grammatik G sind alle Tripel [p, Z,q] € Q x I x Q.
Idee:
Es soll gelten: [p, Z,q| F5, u € ¥ gdw.
1. A erreicht vom Zustand p aus den Zustand q (in beliebig vielen Schritten)
2. durch Lesen von u auf dem Eingabeband und
3. Ldschen von Z aus dem Keller (ohne dabei die Symbole unter Z anzutasten).

Die Produktionen beschreiben die intendierte Bedeutung jedes Nichtterminals [p, Z, q|
auf folgende Weise: um ¢ von p aus unter Lesen der Eingabe u = av und Loéschen
des Stacksymbols Z zu erreichen, braucht man eine Transition (p,a, Z, X7 --- X,,), die Z
durch Symbole X - -+ X, ersetzt und das erste Symbol a von u liest (hier ist auch “a = €”
moglich). Nun muss man noch den neu erzeugten Stackinhalt X7 --- X, loswerden. Das
tut man Schritt fiir Schritt mittels Zerlegung des Restwortes v = vy ---v, und iiber
Zwischenzustande pq,...,p,_1 so dass

e [po, X1, p1] unter Lesen von vy;
e [p1, Xo, po] unter Lesen von vy;
° -
e [p,_1,X,,q| unter Lesen von v,.
(Hier ist [p, X, q] jeweils geméss den obigen Punkten 1-3 zu lesen).

Da die benétigten Zwischenzustinde pq, ..., p,_1 nicht bekannt sind, fiigt man einfach
eine Produktion

D, Z,q] — alpo, X1,p1) - [Pa-1, Xn, q]

fiir alle maéglichen Zustandsfolgen pq,...,p,_1 hinzu. In einer Ableitung der resultie-
renden Grammatik kann man dann die Regel mit den “richtigen” Zwischenzustdnden
auswihlen (und eine falsche Auswahl fiihrt einfach zu keiner Ableitung).

Formale Definition:

G := (N,%, P, S) mit
N:={S}U{lp,Z,q] | p,q€Q,Z T}
P = {S—> [QO7ZO7Q] | q S Q} U
{lp,Z,q — a| (p,a,Z,e,q) € Amit a € XU {e} } U
{[pv Za Q] I a[pOaXlaleplaX%pZ] [pn—laXn7Q] |
(pya, Z, Xy ... Xpn,po) € A und
a € X U{e},

Pi,--yPn—1 € Qa
n > 1}
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Beachte:

Fiir n = 0 hat man den Ubergang (p, a, Z, ¢, q) € A, welcher der Produktion [p, Z, q] —
a entspricht.

Behauptung:
Fiir alle p,q € Q,u € ¥X*, Z € I,y € I'* gilt:

(*x) [ ZglFiu gdw. (p,u,Z) Yy (q,¢¢€)

Fiir p = pp und Z = Z, folgt daraus:

l_G [q07 Zan] l_g u gd_W S(QOaua ZO) l_jzl (q,&"&“)
dh.ue L(G) gdw. u € L(A).

Der Beweis dieser Behauptung kann durch Induktion iiber die Lénge der Konfigurati-
onsfolge (,=) bzw. iiber die Lange der Ableitung (,,<=") gefiithrt werden. O

Beispiel:
Gegeben sei der PDA fiir {a"b" | n > 1} aus Beispiel 10.3. Die Berechnung des PDA

(90,0,20,%Z Z0,q0) (90,b,Z,6,q1) (q1.6,%0.¢.f)
(q07ab7 ZO) |_A (q07b7 ZZO) l_.A (q17€7 ZO) l_.A (f7€7€)

entspricht der Ableitung

S e lqo, Zo, fl Fa alao, Z, ail|q1, Zo, f] Fa ablgr, Zo, f] Fa ab.

Aus Satz 10.9 ergibt sich leicht folgendes Korollar. Wir nennen zwei PDAs A und A’
dquivalent wenn L(A) = L(A').

Korollar 10.10

Zu jedem PDA A gibt es einen PDA A’ so dass L(A) = L(A’) und A" nur einen Zustand
hat.

Beweis. Gegeben einen PDA A kann man erst die Konstruktion aus dem Teil ,,2 — 1¢
des Beweises von Satz 10.9 anwenden und dann die aus dem Teil ,,1 — 2“. Man erhélt
einen dquivalenten PDA der nach Konstruktion nur einen einzigen Zustand enthélt. [

Wegen der gerade gezeigten Aquivalenz zwischen kontextfreien Sprachen und PDA-
akzeptierbaren Sprachen kann man Eigenschaften von kontextfreien Sprachen mit Hilfe
von Eigenschaften von Kellerautomaten zeigen. Als Beispiel betrachten wir den Durch-
schnitt von kontextfreien Sprachen mit reguldren Sprachen. Wir wissen: Der Durch-
schnitt zweier kontextfreier Sprachen muss nicht kontextfrei sein. Dahingegen gilt:

Satz 10.11
Es sei L C X kontextfrei und R C X reguldr. Dann ist L N R kontextfre:.
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Beweis. Es sei L = L(A) fiir einen PDA A = (Q, %, T, qo, Zo, A, F) (0.B.d.A. mit End-
zusténden) und R = L(A’) fiir einen DEA A" = (Q',%,q), 9, F'). Wir wenden eine
Produktkonstruktion an, um einen PDA zu konstruieren, der L N R erkennt:

B = (QxQ,%T, (q,4q), Zo, A, F x F') mit
A" = {((p,0)a, 2,7, (¢,4)) | (p.a, Z,v,q) € Aund §(p',a) = ¢’} U
{((p,p), e, Z,7,(0,0)) | (pe,Z,7,9) € A}
Man zeigt nun leicht (durch Induktion tiber k):
((p, 1), uv,7) Fg ((¢.¢),v,8) gdw. (p,uv,y) Fk (¢,v,8) und p' =4 ¢ O

Beachte: mit zwei PDAs als Eingabe funktioniert eine solche Produktkonstruktion nicht,
da die beiden PDAs den Keller im allgemeinen nicht ,synchron“ nutzen (der eine kann
das obere Kellersymbol 16schen, wihrend der andere Symbole zum Keller hinzufiigt).

Deterministische Kellerautomaten

Analog zu endlichen Automaten kann man auch bei Kellerautomaten eine determinis-
tische Variante betrachten. Intuitiv ist der Kellerautomat aus Beispiel 10.3 determi-
nistisch, da es zu jeder Konfiguration hochstens eine Folgekonfiguration gibt. Der Kel-
lerautomat aus Beispiel 10.4 ist hingegen nicht-deterministisch, da er die Wortmitte
Jrat. Interessanterweise stellt es sich heraus, dass bei im Gegensatz zu DEAs/NEAs bei
PDAs die deterministische Variante echt schwécher ist als die nicht-deterministische. Da-
her definieren die deterministischen PDAs eine eigene Sprachklasse, die deterministisch
kontextfreien Sprachen.

Deterministische PDAs akzeptieren immer per Endzustand (aus gutem Grund, wie wir
noch sehen werden).

Definition 10.12 (deterministischer Kellerautomat)
Ein deterministischer Kellerautomat (dPDA) ist ein PDA mit Endzustédnden

A= (Q? 237 Fa qo0, Z07 A7 F)
der folgende Eigenschaften erfiillt:

1. Fir alle ¢ € @, a € ¥ und Z € I' gibt es genau eine Transition der Form
(¢,0,2,7,¢) oder (q,¢,Z,7,4");
2. Wenn eine Transition das Kellerstartsymbol Z; entfernt, so muss sie es direkt

wieder zuriickschreiben; alle Transitionen, in denen Z; vorkommt, miissen also die
Form (q, a, Zy, Zy,q') haben.

Man kann leicht sehen, dass es zu jeder Konfiguration eines dPDA, bei der der Keller
nicht leer ist, genau eine Folgekonfiguration gibt. Die Bedingung 2 ist notwendig, damit
der Keller tatséchlich nie leer wird (denn eine Konfiguration mit leerem Keller kann
keine Folgekonfiguration haben). Wie ein normaler PDA mit Endzustdnden akzeptiert
ein dPDA A ein Wort w gdw. (qo, w, Zy) % (qf,¢,7) fir ein ¢f € F' und v € T™*.
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Beispiel 10.13

Als Beispiel fiir einen dPDA betrachte die folgende Variante des PDAs aus Beispiel 10.3,
die ebenfalls L = {a™b™ | n > 1} erkennt:

e Q={w, 01,0 [}
[} F: {Z,Zo},
o ¥ ={a, b}
o A=
CL/ZO ZZO b/Z/€
a/Z 7
b/Z/e
5 m

a/Z/e

QE/Z/Z
E/Zo/ZO

Im Unterschied zum Automaten aus Beispiel 10.3 ist f ein Endzustand geworden, der
Ubergang von ¢; nach f entfernt Zy nicht mehr vom Keller (weil das nicht erlaubt wére)
und der ,,Papierkorbzustand“ ¢ ist hinzugekommen.

b/ Zy/Zy

Da die Arbeitsweise von dPDAs durchaus etwas subtil ist, hier zwei Hinweise zum vor-
angegangenen Beispiel:

e Auf manchen Eingaben gibt es mehr als eine Berechnung. Als Beispiel betrachte
man die Eingabe aabb. Nachdem diese gelesen wurde, befindet sich der PDA im
Zustand ¢, der kein Endzustand ist. Man kann jedoch den Endzustand f in einem
weiteren Schritt erreichen, also wird die Eingabe aabb akzeptiert. Danach kann
man im Prizip noch den Nichtendzustand ¢, erreichen und in diesem beliebig oft
loopen (was aber nicht sinnvoll ist).

e Trotz des Determinismus konnen manche Eingaben wie z.B. ba nicht vollstdndig
gelesen werden.

Eine interessante Eigenschaft von deterministischen PDAs ist, dass fiir sie das Wort-
problem in Linearzeit (also sehr effizient) entschieden werden kann. Aus diesem Grund
spielen dPDAs im Gebiet des Compilerbaus eine wichtige Rolle.
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Definition 10.14

Eine formale Sprache L heiflt deterministisch kontextfrei wenn es einen dPDA A gibt
mi L(A) = L. Die Menge aller deterministisch kontextfreien Sprachen bezeichnen wir
mit £9.

Folgende Einordnung der deterministisch kontextfreien Sprachen ist leicht vorzunehmen.

Satz 10.15
L3 C E‘Qi C L.

Beweis. Es gilt L3 C £, da jeder DEA A als dPDA ohne e-Ubergéinge und mit nur einem
Kellersymbol Z; betrachtet werden kann, der zudem seinen Keller nie modifiziert: aus
jedem Ubergang 6(¢, a) = ¢’ des DEA wird die Transition (¢, a, Zo, Zo, ¢') des dPDA. Die
Inklusion ist echt, da mit Beispiel 10.13 L = {a"b" | n > 1} € L4, wohingegen L ¢ L;.
Die Inklusion £4 C £, gilt wegen Satz 10.6. m

Wie bereits erwahnt sind dPDAs echt schwéicher als PDAs, d.h. die deterministisch kon-
textfreien Sprachen sind eine echte Teilmenge der kontextfreien Sprachen. Der Beweis
beruht auf dem folgenden Resultat. Wir verzichten hier auf den etwas aufwendigen Be-
weis und verweisen z.B. auf [Koz06].

Satz 10.16

L4 ist unter Komplement abgeschlossen.

Zur Erinnerung: die kontextfreien Sprachen selbst sind mit Korollar 9.5 nicht unter Kom-
plement abgeschlossen. Man kann zeigen, dass die deterministisch kontextfreien Sprachen
nicht unter Schnitt, Vereinigung, Konkatenation und Kleene-Stern abgeschlossen sind.

Satz 10.17
L4 c L.

Beweis. Mit Satz 10.16 ist der folgende sehr einfache Beweis moglich: wire £ = Ly, so
ware mit Satz 10.16 Lo unter Komplement abgeschlossen, was jedoch ein Widerspruch
zu Korollar 9.5 ist.

Dieser Beweis liefert jedoch keine konkrete Sprache, die kontextfrei aber nicht determi-
nistisch kontextfrei ist. Eine solche findet man beispielsweise wie folgt: in der Ubung
zeigen wir, dass die Sprache

L={we{a,b}" |Vv e {a,b}" :w # vv}
kontextfrei ist (durch Angeben einer Grammatik), ihr Komplement
L={w e {a,b}* | v e {a,b}* : w=vv}

aber nicht (Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen). Wire L € L§, so wire mit
Satz 10.16 auch L € £¢ C L,, womit ein Widerspruch hergestellt ist. n
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Auch die Sprache {w w | w € {a,b}*} aus Beispiel 10.4 ist kontextfrei, aber nicht
deterministisch kontextfrei, der Beweis ist allerdings aufwéndig. Intuitiv ist der Grund
aber, dass das nicht-deterministische ,,Raten’ der Wortmitte essentiell ist. Dies wird auch
dadurch illustriert, dass die Sprache {w ¢ w | w € {a,b}*}, bei der die Wortmitte explizit
durch das Symbol ¢ angezeigt wird, sehr einfach mit einem dPDA erkannt werden kann.

Zum Abschluss bemerken wir noch, dass das akzeptieren per leerem Keller bei dPDAs
zu Problemen fiihrt.

Lemma 10.18

Es gibt keinen dPDA, der die endliche (also requldre) Sprache L = {a,aa} per leerem
Keller erkennt.

Beweis. Angenommen, der dAPDA A erkennt L per leerem Keller. Da a € L gibt es eine
Konfigurationsfolge

0= (CIOJ, Zo) A (Q1aw1771) Fa-- kg (Qn,wn,%)

mit w, = v, = €. Also gibt es auch Konfigurationsfolged

Q = (CIO,CW, Zo) 4 (Ch,ul,%) Fa--Fa (C]mun,%)

mit v, = a und =, = ¢ und da A deterministisch ist das die einzige Konfigurationsfolge,
die das Préfix a der Eingabe aa verarbeitet. Wegen ~,, = € hat (g, u,,,) keine Fol-
gekonfiguration, also wird aa nicht akzeptiert (dies kann per Definition nur nach Lesen
der gesamten Eingabe geschehen). Widerspruch. [

Man kann diese Probleme beheben, indem man ein explizites Symbol fiir das Wortende
einfiihrt, das auch in Transitionen von dPDAs verwendet werden kann. Mit einem solchen
Symbol sind Akzeptanz per Endzustand und Akzeptanz per leerem Keller auch fiir
dPDAs dquivalent.
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Einfihrung

Aus der Sicht der Theorie der formalen Sprachen (Teil I 4 II dieses Skriptes) geht es in
diesem Teil darum, die Typ-0- und die Typ-1-Sprachen zu studieren und folgende Fragen
zu beantworten:

e Was sind geeignete Automatenmodelle?
e Welche Abschlufseigenschaften gelten?

e Wie lassen sich die zentralen Entscheidungsprobleme (Wortproblem, Leerheitspro-
blem, Aquivalenzproblem) 16sen?

Eine viel wichtigere Sicht auf den Inhalt von Teil III ist aber eine andere, ndmlich als
Einfiihrung in die Theorie der Berechenbarkeit. Hierbei handelt es sich um eine zentra-
le Teildisziplin der theoretischen Informatik, in der Fragen wie die folgenden studiert
werden:

e Gibt es Probleme, die prinzipiell nicht berechenbar sind?
e Was fiir Berechnungsmodelle gibt es?

e Sind alle Berechnungsmodelle (verschiedene Rechnerarchitekturen, Programmier-
sprachen, mathematische Modelle) gleich méchtig?

e Welche Ausdrucksmittel von Programmiersprachen sind verzichtbar, weil sie zwar
der Benutzbarkeit dienen, aber die Berechnungsstarke nicht erhohen?

In diesem Zusammenhang interessieren wir uns fiir

e die Berechnung (partieller oder totaler) Funktionen
f:N* 5N

wobei k die Stelligkeit der Funktion bezeichnet; Beispiele sind etwa:
— Die konstante Nullfunktion f: N — N mit f(z) = 0 fiir alle x € N;
— Die binire Additionsfunktion f: N? — N mit f(z,y) = x + y;

Manchmal betrachten wir auch Funktionen f : (3*)* — 3* wobei ¥ ein Alphabet
ist. Ein Beispiel ist die Konkatenationsfunktion.
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(15 e))

e Fntscheidungsprobleme, also Fragen, die nur mit “ja” oder “nein” beantwortet wer-
den konnen, wie beispielsweise das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Grammati-
ken: gegeben eine Grammatik G, ist L(G) = 07

Wir werden Entscheidungsprobleme als Mengen P C Y* formalisieren, fiir ein
geeignetes Alphabet . Ein Entscheidungsproblem ist also nichts anderes als eine
formale Sprache! Das erwahnte Leerheitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken
wiirde dann dargestellt als Menge

{code(G) | G ist kontextfreie Grammatik mit L(G) = (0}

wobei code(G) eine geeignete Kodierung der Grammatik G als Wort ist.

Intuitiv heift eine Funktion f : N¥* — N berechenbar wenn es einen Algorithmus gibt,
der bei Eingabe (z1,...,7;) € N¥ nach endlicher Zeit den Funktionswert f(zy,...,z3)
ausgibt. Ein Entscheidungsproblem P C ¥* heifst entscheidbar wenn es einen Algorith-
mus gibt, der bei Eingabe w nach endlicher Zeit “ja” zurilickgibt wenn w € P und “nein”
sonst. Man beachte: diese Beschreibungen von Berechenbarkeit und Entscheidbarkeit
sind so noch keine formalen Definitionen sind, da wir nicht eindeutig festgelegt haben,
was unter dem Begriff “Algorithmus” zu verstehen ist.

Um sich klarzumachen, dass eine gegebene Funktion berechenbar oder ein Problem
entscheidbar ist, geniigt es, einen entsprechenden Algorithmus fiir die Funktion bzw.
das Problem anzugeben. Dies kann in Form eines Pascal-, Java- oder C-Programmes
oder in Form einer abstrakten Beschreibung der Vorgehensweise bei der Berechnung
geschehen. Zum Beispiel hatten wir in den Teilen I und II die Entscheidbarkeit von
verschiedenen Problemen (Wortproblem, Leerheitsproblem, Aquivalenzproblem, . ..) da-
durch begriindet, dass wir auf abstrakte Weise beschrieben haben, wie man die Proble-
me mit Hilfe eines Rechenverfahrens entscheiden kann. Um etwa das Wortproblem fiir
kontextfreie Grammatiken zu 16sen, kann man zunéchst die Grammatik in Chomsky-
Normalform wandeln (wir haben im Detail beschrieben, wie diese Wandlung realisiert
werden kann) und dann den CYK-Algorithmus anwenden (den wir in Form von Pseu-
docode beschrieben haben). Aus dieser und dhnlichen Beschreibungen kann man jeweils
leicht ein Pascal-, Java-, etc. Programm zur Entscheidung des Problems gewinnen. Fiir
derartige Argumente wird keine formale Definition des Begriffes “Algorithmus” benétigt,
denn jede verniinftige Definition dieser Art wiirde die erwdhnte Programme einschliefsen.

Eine fundamentale Einsicht der Theorie der Berechenbarkeit ist, dass es wohldefinierte
(und fiir die Informatik hochgradig relevante!) Funktionen gibt, die nicht berechenbar
sind, und analog dazu Entscheidungsprobleme, die nicht entscheidbar sind. Beim Nach-
weis der Nichtberechenbarkeit bzw. Nichtentscheidbarkeit ist es nicht mehr ausreichend,
einen intuitiven und nicht nédher spezifizierten Begriff von Algorithmus zu verwenden:
die Aussage, dass es keinen Algorithmus fiir ein Entscheidungsproblem gibt, bezieht sich
implizit auf alle Algorithmen (fiir jeden Algorithmus gilt: er entscheidet nicht das be-
trachtete Problem). Aus diesem Grund benétigt man fir das Studium der Grenzen
der Berechenbarkeit eine formale Definition dessen, was man unter einem Algorithmus
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versteht. Zunéchst gibt es scheinbar sehr viele Kandidaten fiir das zugrunde gelegte Be-
rechnungsmodell: Eine Programmiersprache? Welche der vielen Sprachen ist geeignet?
Imperativ, funktional, objektorientiert? Verwendet man ein hardwarenahes Modell, wie
etwa das Modell eines Mikroprozessors? Oder ein abstraktes mathematisches Modell?

Es stellt sich heraus, dass ein geeignetes Berechnungsmodell folgende Eigenschaften er-
fiillen sollte:

1) es sollte einfach sein, damit formale Beweise erleichtert werden (z.B. nicht die
Programmiersprache Java),

2) es sollte berechnungsuniversell sein, d.h. alle intuitiv berechenbaren Funktio-
nen konnen damit berechnet werden (bzw. alle intuitiv entscheidbaren Mengen
entschieden werden konnen)—also keine endlichen Automaten, denn deren Be-
rechnungsstéarke ist viel zu schwach.

Wir werden drei Berechnungsmodelle betrachten:

e Turingmaschinen als besonders einfaches aber dennoch berechnungsuniverselles
Modell

e WHILE-Programme als Abstraktion imperativer Programmiersprachen (im Prin-
zip handelt es sich um eine moglichst einfache, aber immernoch berechnungsuni-
verselle solche Sprache)

e p-rekursive Funktionen als funktionsbasiertes, mathematisches Berechnungsmo-
dell.

Es gibt noch eine Vielzahl anderer Modelle: Registermaschinen, GOTO-Programme, k-
Zahlermaschinen mit & > 2, Java-Programme, usw. Es hat sich aber interessanterweise
herausgestellt, dass all diese vollkommen unterschiedlichen Modelle dquivalent sind, d.h.
dieselbe Klasse von Funktionen berechnen (bzw. Problemen entscheiden). Zudem ist es
bisher niemandem gelungen, ein formales Berechnungsmodell zu finden, das

e realistisch erscheint (also im Prinzip in der wirklichen Welt realisierbar ist),

e Funktionen berechnen kann, die in den oben genannten Modellen nicht berechenbar
sind.

Aus diesen beiden Griinden geht man davon aus, dass die genannten Modelle genau den
intuitiven Berechenbarkeitsbegriff formalisieren. Diese Uberzeugung nennt man die:

Church-Turing-These:

Die (intuitiv) berechenbaren Funktionen sind genau die mit Turingmaschinen (und damit
mit WHILE-, Java-Programmen, Registermaschinen, ...) berechenbaren Funktionen.

Man konnte die These dquivalent auch fiir Entscheidungsprobleme formulieren. Man
spricht hier von einer These und nicht von einem Satz, da es nicht moglich ist, diese
Aussage formal zu beweisen. Dies liegt daran, dass der intuitive Berechenbarkeitsbegrift
ja nicht formal definierbar ist. Es gibt aber gute Indizien, die fiir die Richtigkeit der
These sprechen, insbesondere die grofte Vielzahl existierender Berechnungsmodelle, die
sich als dquivalent herausgestellt haben.
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11. Turingmaschinen

Turingmaschinen wurden um 1936 von dem englischen Mathematiker und Informatiker
Alan Turing als besonders einfaches Berechnungsmodell vorgeschlagen. In den Worten
des bekannten Komplexitéatstheoretikers Christos Papadimitriou: “It is amazing how litt-
le you need to have everything”. Wir verwenden Turingmaschinen einerseits als universel-
les Berechnungsmodell und andererseits als Werkzeug zum Definieren von formalen Spra-
chen. Insbesondere werden wir sehen, dass Turingmaschinen genau die Typ 0-Sprachen
erkennen und eine entsprechend eingeschrankte Turingmaschine als Automatenmodell
fiir Typ 1-Sprachen verwendet werden kann.

Die schematische Darstellung einer Turingmaschine ist wie folgt:

— Symbol fur leeres Feld
blank: b

blblbla|blb|b|b|b|b|b|b|b

endlich viele Zustande Schreib—- beidseitig unendlich
. i1 | Lesekopf Band, auf dem a
endliche ¢l | gentaurdem Anfang die Eingabe ste
KOﬂth”G aktuellen
Arbeitsfeld)

Das Arbeitsband ist beidseitig unendlich. Zu jedem Zeitpunkt sind jedoch nur endlich
viele Symbole auf dem Band verschieden von A. Das Verhalten der Turingmaschine
héangt ab vom aktuellen Zustand und vom Alphabetssymbol, das sich unter dem Schreib-
Lesekopf findet. Ein Schritt der Maschine besteht darin, das Zeichen unter dem Schreib-
Lesekopf zu ersetzen und dann den Kopf nach rechts oder links (oder gar nicht) zu
bewegen.
Definition 11.1 (Turingmaschine)
Eine Turingmaschine iber dem Eingabealphabet 3 hat die Form M = (Q, %, T, qo, A, F),
wobei

e () endliche Zustandsmenge ist,

e X das Fingabealphabet ist,
I’ das Arbeitsalphabet ist mit ¥ C ', pe '\ 3,
qo € @ der Anfangszustand ist,
F C @ die Endzustandsmenge ist und

ACQQxT xT x{rl,n}xQ die Ubergangsrelation ist.

,
Dabei bedeutet der Ubergang (q,a,d’, 1 ,¢'):
n
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e Im Zustand ¢

e mit a auf dem gerade gelesenen Feld (Arbeitsfeld)
kann die Turingmaschine M

e das Symbol a durch a’ ersetzen,

e in den Zustand ¢’ gehen und

e den Schreib-Lesekopf entweder um ein Feld nach rechts (7), links (I) oder gar nicht
(n) bewegen.

Die Maschine M heiftt deterministisch, falls es fiir jedes Paar (¢, a) € @ xI' hochstens ein
Tupel der Form (q,a,...,...,...) € A gibt.

NTM steht im folgenden fiir (moglicherweise) nichtdeterministische Turingmaschinen
und DTM fir deterministische.

Bei einer DTM gibt es also zu jedem Berechnungszustand héchstens einen Folgezustand,
wahrend es bei einer NTM mehrere geben kann.

Einen Berechnungszustand ( Konfiguration) einer Turingmaschine kann man beschreiben
durch ein Wort agf mit o, 8 € I'*, ¢ € Q:

e ¢ ist der momentane Zustand
e « ist die Beschriftung des Bandes links vom Arbeitsfeld
e [ ist die Beschriftung des Bandes beginnend beim Arbeitsfeld nach rechts

Dabei werden (um endliche Worter «, § zu erhalten) unendlich viele blanks weggelassen,
d.h. o und g umfassen mindestens den Bandabschnitt, auf dem Symbole # J stehen.

Beispiel:

Der Zustand der Maschine zu Beginn des Abschnitts wird durch die Konfiguration aqbbbb,
aber auch durch pbaqbbbbh beschrieben.

Formal werden Zustandsiibergénge durch die Relation “t-;,” auf der Menge aller Konfigu-
rationen beschrieben. Genauer gesagt ermoglicht die Ubergangsrelation A die folgenden
Konfigurationsiibergdinge:

Es seien o, 5 € T, a,b,a’ €T, q,¢ € Q. Es gilt

agall by addp o falls  (q,a,d,7r,q) € A

aq by add falls (¢, p,d’,7,¢') € A
abqaf by aq'bd 5 falls  (q,a,d,1,¢) € A
qaf by g pd'p falls  (q,a,d,l,¢) € A

/

agal by o addp falls  (q,a,d',n,q) €A

(
(
(
(
(
(

aq Fuy o oad'd falls (¢, p,a’,n,q) € A

Weitere Bezeichnungen:
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Gilt k Fpp K, so heilt k' Folgekonfiguration von k.
Die Konfiguration aqp heilst akzeptierend, falls ¢ € F.

Die Konfiguration aqf heilst Stoppkonfiguration, falls sie keine Folgekonfiguration
hat.

Eine Berechnung von M ist eine endliche oder unendliche Konfigurationsfolge

Ko ar kv bar ko Fag -

Offensichtlich gibt es fiir D'TMs nur eine einzige maximale Berechnung, die in einer fixen
Konfiguration ky beginnt; fiir NTMs kann es dagegen mehrere solche Berechnungen
geben.

Die folgende Definition formalisiert beide Anwendungen von Turingmaschinen: das Be-
rechnen von Funktionen und das Erkennen von Sprachen. Im ersten Fall steht die Einga-
be (wq,...,w,) in Form des Wortes w; pwy - - - bw,, auf dem Band, wobei sich der Kopf
zu Anfang auf dem ersten (linkeststehenden) Symbol von w; befindet. Nachdem die Ma-
schine eine Stoppkonfiguration erreicht hat, findet sich die Ausgabe ab der Kopfposition
bis zum ersten Symbol aus I' \ . Beim Erkennen von Sprachen steht das Eingabewort
w auf dem Band und der Kopf befindet sich anfangs iiber dem ersten Symbol von w.
Ein positives Berechnungsergebnis wird dann iiber das Stoppen in einem Endzustand
signalisiert.

Definition 11.2 (Turing-berechenbar, Turing-erkennbar)
1) Die partielle Funktion f : (¥*)" — X* heit Turing-berechenbar, falls es eine DTM
M gibt mit

a) der Definitionsbereich dom(f) von f besteht aus den Tupeln (wy, ..., w,) €
(X*)™ so dass M ab der Konfiguration

ko = qowipwap ... pwy,
eine Stoppkonfiguration erreicht.
b) wenn (z1,...,x,) € dom(f), dann hat die von k¢ erreichte Stoppkonfiguration
k die Form ugrv mit
—x= f(wy,...,wy,)
—ve((\Y) -I"u{e}
2) Die von der NTM M erkannte Sprache ist
L(M) ={w e X" | quw t}, k, wobei k akzeptierende Stoppkonfiguration ist}.

Eine Sprache L C ¥* heifst Turing-erkennbar, falls es eine NTM M gibt mit L =
L(M).

Nach Punkt b) diirfen vor und nach der Ausgabe des Funktionswertes noch Uberbleibsel
der Berechnung stehen. Beispielsweise entspricht die Stoppkonfiguration aaagbaabcbacbea
der Ausgabe baabc wenn ¥ = {a,b,c}. Per Definition werden Endzustédnde nur fiir das
Erkennen von Sprachen verwendet werden, aber nicht fiir das Berechnen von Funktionen.
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Beachte:

1) Wir verwenden partielle Funktionen, da Turingmaschinen nicht anhalten miissen;
fiir manche Eingaben ist der Funktionswert daher nicht definiert.

2) Bei berechenbaren Funktionen betrachten wir nur deterministische Maschinen, da
sonst der Funktionswert nicht eindeutig sein miisste.

3) Bei |¥] = 1 kann man Funktionen von (¥*)" — ¥* als Funktionen von N¥ — N
auffassen (a* entspricht k). Wir unterscheiden im folgenden nicht immer explizit
zwischen beiden Arten von Funktionen.

(4) Es gibt zwei Arten, auf die eine Turingmaschine ein Eingabewort verwerfen kann:
entweder sie erreicht eine Stoppkonfiguration mit einem nicht-Endzustand oder sie
stoppt nicht.

Beispiel:

Die Funktion
f*N—=N n—2n

ist Turing-berechenbar. Wie kann eine Turingmaschine die Anzahl der a’s auf dem Band
verdoppeln?

Idee:
e Ersetze das erste a durch b,
e laufe nach rechts bis zum ersten blank, ersetze dieses durch ¢,
e laufe zuriick bis zum zweiten a (unmittelbar rechts vom b), ersetze dieses durch b,
e laufe nach rechts bis zum ersten blank etc.
e Sind alle a’s aufgebraucht, so ersetze noch die b’s und ¢’s wieder durch a’s.

Dies wird durch die folgende Ubergangsrelation realisiert:

qo, /67 /ba n, Stop); 2:0=0

q, a, b, r, q), |ersetzeadurchb (%)

, | laufe nach rechts iiber a’s

q1, a, a, r, q1

[y

, ¢ ¢ 1, q), |und bereits geschriebene c’s

) /67 ¢, n, q2

[
fian

q , | schreibe weiteres ¢

[y

, | laufe zurtick iiber ¢’s und

=)

2 ¢, (&

)
qo, a, a, 9 as

, | alle a’s bereits ersetzt

, | laufe nach rechts bis Ende der ¢’s

, | letztes c erreicht

, | ersetze ¢’s und 0’s

., q4), | durcha’s

(

( )
( )
( )
( )
( )
( )
(g2, b, b, 1, qv), | beierstem b eins nach rechts und weiter wie (x) oder
( )
( )
( )
( )
( )
(

qs, b, B, 7, stop) | bleibe am Anfang der erzeugten 2n a’s stehen
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Beachte, dass “stop” hier einen ganz normalen Zustand bezeichnet. Da er in keinem Tupel
der Ubergangsrelation ganz links erscheint, ist jede Konfiguration der Form astop/3 eine
Stoppkonfiguration.

In graphischer Darstellung stellen wir obige Turingmaschine wie folgt dar. Hierbei be-
deutet beispielsweise die Kantenbeschriftung a/b/r, dass das a auf dem Arbeitsfeld durch
b ersetzt wird und sich der Kopf einen Schritt nach rechts bewegt.

Ble/n efefl

ajafl

ajafr
efefr

b/a/l

Wie bei den endlichen Automaten kennzeichnen wir den Startzustand durch einen ein-
gehenden Pfeil und Endzusténde durch einen Doppelkreis. Da obige DTM eine Funktion
berechnet (im Gegensatz zu: eine Sprache erkennt), spielen die Endzusténde hier jedoch
keine Rolle.

Man sieht, dass das Programmieren von Turingmaschinen recht umstandlich ist. Wie
bereits erwéhnt, betrachtet man solche einfachen (und unpraktischen) Modelle, um das
Fiithren von Beweisen zu erleichtern. Wir werden im folgenden héufig nur die Arbeits-
weise einer Turingmaschine beschreiben, ohne die Ubergangsrelation in vollem Detail
anzugeben.

Beispiel:

Die Sprache L = {a"b"c¢" | n > 0} ist Turing-erkennbar Die Turingmaschine, die L
erkennt, geht wie folgt vor:

e Sie ersetzt das erste a durch o', das erste b durch ¢’ und das erste ¢ durch ¢/;

e Lauft zuriick und wiederholt diesen Vorgang;
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e Falls dabei ein a rechts von einem b oder ¢ steht, verwirft die TM direkt (indem
sie in eine nicht-akzeptierende Stoppkonfiguration wechselt); ebenso, wenn ein b
rechts von einem c steht;

e Dies wird solange gemacht, bis nach erzeugtem ¢ ein p steht.

e Zum Schluft wird zuriickgelaufen und tiberpriift, dass keine unersetzten a oder b
iibrig geblieben sind.

Eine solche Turingmaschine erkennt tatséchlich L: sie akzeptiert gdw.

1. die Eingabe dieselbe Anzahl a’s wie b’s wie ¢’s hat (denn es wurde jeweils dieselbe
Anzahl ersetzt und danach waren keine a’s, b” und ¢’s mehr tibrig);

2. in der Eingabe alle a’s vor b’s vor ¢’s stehen.

Im Detail definiert man die Turingmaschine M wie folgt:

M = ({qo, Gakz, finde b, finde c,zu_Ende_?,zu_Ende !, zurick},
{a,b,c},
{a,d’,b,V,c,c, b},
qo, A; {Qakz}) mit A =

{(q07 /67 ) N7 Qsz)7

(QO7 a, ala R7 finde_b),
(finde b, a, a, R, finde D),
(finde b, v, v, R, finde b),
(finde b, b, UV, R, finde c),
(finde c, b, b, R, finde c),
(finde c, d, ¢, R, finde c),
(finde_c, ¢, ¢, R, zu Ende_ 7),
(zu_Ende 7, ¢, ¢ L, zurick),
(zuriick, d, d, L, zurick),
(zuriick, b, b, L, zurick),
(zuriick, b, v, L, zurick),
(zurick, a, a, L, zurick),
(zurick, ad, d, R, q),
(zu_Ende 7, p, , L zu FEnde !),
(zu_Ende !, , ¢, L, zu_ FEnde !),
(zu_Ende !, UV, V, L, zu FEnde !),
(z2u_FEnde !, d, o, L, zu FEnde !),
(ZU Ende_‘a /67 /67 N7 qakz>}

Beachte: wenn die Maschine z.B. im Zustand finde c ist und ein a liest, so ist sie
in einer Stoppkonfiguration. Da finde c¢ kein Endzustand ist, handelt es sich um eine
verwerfende Stoppkonfiguration. Also verwirft die Maschine, wenn in der Eingabe nach
einer Folge von a’s noch ein b erscheint.

In graphischer Darstellung sieht diese Maschine wie folgt aus:
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alafr b/b/r
v/ fr die/r

dfd ]
b/b/l
/b [l
afafl

B/ B/

zu_Ende!
dfd/fl
v/
a'fa [l

B/ B/n

Varianten von Turingmaschinen:

In der Literatur werden verschiedene Versionen von Turingmaschine definiert, die aber
alle dquivalent zueinander sind, d.h. dieselben Sprachen erkennen und dieselben Funk-
tionen berechnen. Hier zwei Beispiele:

e Turingmaschinen mit nach links begrenztem und nur nach rechts unendlichem

Arbeitsband
e Turingmaschinen mit mehreren Béndern und Schreib-Lesekopfen
Die Aquivalenz dieser Modelle ist ein Indiz fiir die Giiltigkeit der Church-Turing-These.

Wir betrachten das zweite Beispiel genauer und zeigen Aquivalenz zur in Definition 11.1
eingefiithrten 1-Band-TM.

Definition 11.3 (k-Band-TM)

Eine k-Band-NTM hat die Form M = (Q, 3, T, qo, A, F) mit
e ()., 1", qp, F wie in Definition 11.1 und
e ACQxTExT*x {rl,n}*xQ.

Dabei bedeutet (¢, (ay,...,ax), (b1,...,bx), (d1,...,dr),q) € A:
e Vom Zustand g aus
e mit aq,...,a, auf den Arbeitsfeldern der £ Béander

kann M
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e das Symbol a; auf dem i-ten Band durch b; ersetzen,

e in den Zustand ¢’ gehen und

e die Schreib-Lesekopfe der Bénder entsprechend d; bewegen.
Das erste Band wird (0.B.d.A.) als Ein- und Ausgabeband verwendet.
Beachte:

Wichtig ist hier, dass sich die Kopfe der verschiedenen Bénder unabhéngig bewegen
kénnen:

HENEEEEEN
HEEEEN RN

Wairen die Kopfe gekoppelt, so hédtte man im Prinzip nicht mehrere Bénder, sondern ein
Band mit mehreren Spuren:

HENIEEEEN
HENIEEEEN

k Spuren erhdlt man einfach, indem man eine normale NTM (nach Definition 11.1)
verwendet, die als Bandalphabet I'* statt T" hat.

Offenbar kann man jede 1-Band-NTM (nach Definition 11.1) durch eine k-Band-NTM
(k > 1) simulieren, indem man nur das erste Band wirklich verwendet. Der néchste Satz
zeigt, dass auch die Umkehrung gilt:

Satz 11.4
Wird die Sprache L durch eine k-Band-NTM erkannt, so auch durch eine 1-Band-NTM.

Beweis. Es sei M eine k-Band-NTM. Gesucht ist eine 1-Band-NTM M’ mit L(M) =
L(M’"). Wéhle ein beliebiges X € T
Arbeitsalphabet von M': T?* U U { p};

e Y U {p} wird fiir Eingabe benétigt;

o 1'% sorgt dafiir, dass 2k Spuren auf dem Band von M’ zur Verfiigung stehen.

Idee: Jeweils 2 Spuren kodieren ein Band von M.
e Die erste Spur enthélt die Bandbeschriftung.

e Die zweite Spur enthélt eine Markierung X (und sonst blanks), die zeigt, wo das
Arbeitsfeld des Bandes ist, z.B.
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6] 6]l alla6]s]s]

sle[elalsT6ls]  Tals

x| 6|6 5]

[5]5]5]aa]a]s] 5] 6] s][a]a]a]s]

| 66| 6 |} | x| 6] 1]

Die 1-Band TM M’ macht jeweils mehrere Schritte, um einen einzelnen Schritt von M
zu simulieren. Im Detail arbeitet M’ wie folgt.

Initialisierung: Zundchst wird die Anfangskonfiguration

qoQy . .. Qpy

von M’ in die Repréasentation der entsprechenden Anfangskonfiguration von M umge-
wandelt (durch geeignete Ubergénge):

b b oar a a, b | Spur 1 und 2 kodieren
b b X p b b | Band 1
b b b D b b | Spur 3 und 4 kodieren
b p X p b b | Band 2

Simulation eines Uberganges von M':

e Von links nach rechts suche die mit X markierten Felder. Dabei merke man sich
(im Zustand von M’) die Symbole, die jeweils iiber dem X stehen. Aufserdem zahlt
man (im Zustand von M’), wie viele X man schon gelesen hat, um festzustellen,
wann das k-te (und letzte) X erreicht ist. Man ermittelt so das aktuelle Tupel

(al, c. ,CLk).

e entscheide nichtdeterministisch, welcher Ubergang

(Q7 (ab s 7ak)7 (bh S 7bk)7 (dh s 7dk)7q,) € A

von M stattfindet.

e Von rechts nach links gehend ersetze die a; bei den X-Marken jeweils durch das
entsprechende b; und verschiebe die X-Marken geméfs d;.

e Bleibe bei der am weitesten links stehenden X-Markierung und gehe in Zustand ¢'.

In dieser Konstruktion hat M’ im Prinzip dieselben Zustédnde wir M. Also stoppt M auf
Eingabe w in akzeptierender Stoppkonfiguration gdw. M’ in akzeptierender Stoppkonfi-
guration stoppt. ]
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Bemerkung 11.5.

1) War M deterministisch, so liefert obige Konstruktion auch eine deterministische
1-Band-Turingmaschine.

2) Diese Konstruktion kann auch verwendet werden, wenn man sich fiir die berechnete
Funktion interessiert. Dazu muss man am Schluss (wenn M in Stoppkonfiguration
ist) in der Maschine M’ noch die Ausgabe geeignet aufbereiten.

Wegen Satz 11.4 und Bemerkung 11.5 konnen wir von nun an ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit bei der Konstruktion von Turingmaschinen eine beliebige (aber feste) Zahl
von Bandern verwenden.

Bei der Definition von Turing-berechenbar haben wir uns von vornherein auf determi-
nistische Turingmaschinen beschrénkt. Der folgende Satz zeigt, dass man dies auch bei
Turing-erkennbaren Sprachen machen kann, ohne an Ausdrucksstirke zu verlieren.

Satz 11.6
Zu jeder NTM gibt es eine DTM, die dieselbe Sprache erkennt.

Beweis. Es sei M = (Q,%,T,qo, A, F) eine NTM. Wegen Satz 11.4 und Bemerkung
11.5 geniigt es, eine deterministische 3-Band-Turingmaschine M’ zu konstruieren, so

dass L(M) = L(M’).

Die Maschine M’ soll fiir wachsendes n auf dem dritten Band jeweils alle Berechnungen
kobar ki bar ko bar o o K

beginnend mit der Startkonfiguration ky = gow erzeugen, also erst alle solchen Berech-

nungen der Lénge 1, dann alle der Lange 2, usw.

Die Kontrolle, dass tatsiachlich alle solchen Folgen erzeugt werden, wird auf dem zweiten
Band vorgenommen. Das erste Band speichert das Eingabewort w damit man stets weif,
was kg sein muss.

Genauer: Es sei
r = maximale Anzahl von Transitionen in A pro festem Paar (¢,a) € @ x T’

Dies entspricht dem maximalen Verzweigungsgrad der nichtdeterministischen Berech-
nung und kann direkt aus A abgelesen werden.

Eine Indexfolge iy,...,4, mit ¢; € {1,...,7} beschreibt dann von kg aus fiir n Schritte
die Auswahl der jeweiligen Transition, und somit von ky aus eine feste Berechnung

koba kv bar oo b

(Wenn es in einer Konfiguration k; weniger als i; mogliche Nachfolgerkonfigurationen
gibt, dann beschreibt 4y, ..., keine Berechnung und wird einfach iibersprungen.)

97



Turingmaschinen

Zahlt man alle endlichen Worter tiber {1,...,r} (die nichts anderes sind als die o.g. In-
dexfolgen) in aufsteigender Lange auf und erzeugt zu jedem Wort i . . . i, die zugehorige
Berechnung, so erhélt man eine Aufzéhlung aller endlichen Berechnungen.

M’ realisiert dies auf den drei Bandern wie folgt:
e Auf Band 1 bleibt die Eingabe gespeichert.

e Auf dem zweiten Band werden sukzessive alle Worter 4y .. .4, € {1,...,7}" erzeugt
(z.B. durch normales Zahlen zur Basis r).

o Fiir jedes dieser Worter wird auf dem dritten Band die zugehorige Berechnung
erzeugt (wenn sie existiert). Erreicht man hierbei eine akzeptierende Stoppkonfi-
guration von M, so geht auch M’ in eine akzeptierende Stoppkonfiguration.

O
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12. Zusammenhang zwischen Turingmaschinen und
Grammatiken

Wir zeigen zunéchst, dass die Turing-erkennbaren Sprachen genau die Typ-0-Sprachen
sind und kldren dann einige verbliebene Fragen zu Typ 0-Sprachen und Typ 1-Sprachen.

Der Zusammenhang zwischen Typ-0-Sprachen und Turing-erkennbaren Sprachen beruht
darauf, dass es eine Entsprechung von Ableitungen einer Typ-O-Grammatik einerseits
und Berechnungen von Turingmaschinen andererseits gibt. Beim Ubergang von der Tu-
ringmaschine zur Grammatik dreht sich allerdings die Richtung um:

e eine akzeptierende Berechnung beginnt mit dem zu akzeptierenden Wort
e eine Ableitung endet mit dem erzeugten Wort
Wir werden im folgenden sehen, wie man diese Schwierigkeit 16st.

Satz 12.1

FEine Sprache L gehért zu Ly gdw. sie Turing-erkennbar ist.

Beweis. ,=*. Es sei L = L(G) fiir eine Typ-0-Grammatik G = (N, %, P, S). Wir geben
eine 2-Band-NTM an, die L(G) erkennt (und nach Satz 11.4 dquivalent zu einer 1-Band-
NTM ist).

1. Band: speichert Eingabe w

2. Band: es wird nichtdeterministisch und Schritt fiir Schritt eine Ableitung von G
erzeugt.

Es wird verglichen, ob auf Band 2 irgendwann w (d.h. der Inhalt von Band 1) ent-
steht. Wenn ja, so geht man in akzeptierende Stoppkonfiguration, sonst werden weitere
Ableitungsschritte vorgenommen.

Die Maschine geht dabei wie folgt vor:
1) Schreibe S auf Band 2, gehe nach links auf das b vor S.

2) Gehe auf Band 2 nach rechts und wéhle (nichtdeterministisch) eine Stelle aus, an
der die linke Seite der anzuwendenden Produktion beginnen soll.

3) Wihle (nichtdeterministisch) eine Produktion a« — f aus P aus, die angewendet
werden soll

4) Uberpriife, ob « tatséchlich die Beschriftung des Bandstiicks der Lénge || ab der
gewahlten Bandstelle ist.
5) Falls der Test erfolgreich war, so ersetze a durch /.

Vorher miissen bei |a| < || die Symbole rechts von o um || — || Positionen nach
rechts

bzw. bei |a| > |5]| um |a| — || Positionen nach links geschoben werden.
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6) Gehe nach links bis zum ersten J und vergleiche, ob die Beschriftung auf dem
Band 1 mit der auf Band 2 tibereinstimmt.
7) Wenn ja, so gehe in akzeptierenden Stoppzustand. Sonst fahre fort bei 2).
,<=" Essei L = L(M) fiir eine NTM M = (Q,%, T, g0, A, F).
Wir konstruieren eine Grammatik G, die jedes Wort w € L(M) wie folgt erzeugt:

1. Phase: Erst wird w mit ,gentigend vielen p-Symbolen links und rechts davon erzeugt
(dies passiert fiir jedes w, auch fiir w ¢ L(M)).

,Geniigend viele* bedeutet dabei: so viele, wie M beim Akzeptieren von w vom
Arbeitsband bendotigt.

2. Phase: Auf dem so erzeugten Arbeitsband simuliert G' die Berechnung von M bei
Eingabe w.

3. Phase: War die Berechnung akzeptierend, so erzeuge nochmals das urspriingliche w.

Damit man in der zweiten Phase das in der dritten Phase bendétigte w nicht vergisst,
verwendet man als Nichtterminalsymbole Tupel aus

(BU{p}) xT

wobei das Tupel [a, b] zwei Zwecken dient:
e in der ersten Komponente merkt man sich die urspriingliche Eingabe w und

e in der zweiten Komponente simuliert man die Berechnung (die die Eingabe ja
tiberschreiben kann).

Formale Definition:
N = {SaA’B>E}UQU<(EU{/b}) X F),

wobei
e S, A, B zum Aufbau des Rechenbandes am Anfang,
e F zum Loéschen am Schluss,

e () zur Darstellung des aktuellen Zustandes,

Y U { p} zum Speichern von w und
e [' zur M-Berechnung

dienen.
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Regeln:

1. Phase: Erzeuge w und ein geniigend grofses Arbeitsband.

S — BqgyA

A — [a,a]A fiir alle a €
A— B

B—[b, }B

B — ¢

Man erhalt also somit fiir alle ay ...a, € X", k,[,> 0:

S l_Z‘ [/67 /b]kQO[alu al] s [an; an”/b; /b]l

2. Phase: simuliert TM-Berechnung in der ,zweiten Spur‘:
e pla,b] — [a,V]q
falls (p,b,0/,r,q) € A, a € LU { }}
e [a,dpld’,b] — qla, ][, V']
falls (p,b,0',1,q) € A, a,d’ e SU{p}, cel
e pla,b] — qla, V]
falls (p,b,0/,n,q) € A, a € LU{}}

Beachte:

Da wir in der ersten Phase geniigend viele Blanks links und rechts von a; . . . a,
erzeugen konnen, muss in der zweiten Phase das ,Nachschieben“ von Blanks
am Rand nicht mehr behandelt werden.

3. Phase: Aufrdumen und erzeugen von a ...a,, wenn die TM akzeptiert hat

qla,b] — EaE fir a€ X, bel
ql p,b] — E fir bel

falls ¢ € F' und es keine Transition der Form (q,b,...,...) € A
gibt (d.h. akzeptierende Stoppkonfiguration erreicht)

e Ela,b] — aE firae X, bel

(Aufrdumen nach rechts)
e [a,b|]F — FEafirae X bel

(Aufrdumen nach links)
o E[p,b) — Efirbel

(Entfernen des zusétzlich bendtigten Arbeitsbandes nach rechts)
o [J,b|F — E firbel

(Entfernen des zusétzlich benétigten Arbeitsbandes nach links)
o [/ — ¢
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Man sieht nun leicht, dass fiir alle w € ¥* gilt:

w e L(G) gdw. M akzeptiert w. O

Von den Sprachklassen aus der Chomsky-Hierarchie sind nun alle bis auf £, durch geeig-
nete Automaten/Maschinenmodelle charakterisiert. Im foldenen identifizieren wir auch
ein geeignetes Maschinenmodell fiir £;. Nach Definition enthalten monotone (Typ 1)
Grammatiken nur Regeln, die nicht verkiirzend sind, also Regeln © — v mit |v| > |u].
Wenn man ein Terminalwort w mit einer solchen Grammatik ableitet, so wird die Ab-
leitung also niemals ein Wort enthalten, dessen Lénge grofer als |w] ist.

Diese Beobachtung legt folgende Modifikation von Turingmaschinen nahe: die Maschi-
nen diirfen nicht mehr als |w| Zellen des Arbeitsbandes verwenden, also nur auf dem
Bandabschnitt arbeiten, auf dem anfangs die Eingabe steht. Um ein Uberschreiten der
dadurch gegebenen Bandgrenzen zu verhindern, verwendet man Randmarker ¢, $.

Definition 12.2 (linear beschrinkter Automat)
Ein linear beschrinkter Automat (LBA) ist eine NTM A = (Q, %, T, qo, A, F), so dass
o §,/ecl'\ X

e Ubergiinge (q, ¢, ...) sind nur in der Form (g, ¢, ¢ 7,¢') erlaubt (linker Rand darf
nicht iiberschritten werden).

e Ubergiinge (¢, $,...) sind nur in der Form (¢,$,$,(,¢') erlaubt.

e ¢ und $ diirfen nicht geschrieben werden.

Ein gegebener LBA A erkennt die Sprache
L(A) :={w e X" | #ow$ "k, wobei k akzeptierende Stoppkonfiguration ist}.

Offensichtlich muf auch ein LBA nicht unbedingt terminieren. Wie bei Turingmaschinen
gilt nach der obigen Definition: terminiert ein LBA A auf einer gegebenen Eingabe w
nicht, so ist w ¢ L(A).

Korollar 12.3

Fine Sprache L gehort zu L1 gdw. sie von einem LBA erkannt wird.

Beweis.
=" Verwende die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 12.1.

Da die Produktionen von monotonen Grammatiken nichtkiirzend sind (mit Aus-
nahme S — ¢), muss man auf dem zweiten Band nur ableitbare Worter bis
zur Lénge |w| erzeugen (aus ldngeren kann nie mehr w abgeleitet werden). Daher
kommt man mit |w| vielen Feldern aus.

Beachte:

Zwei Bander liefern nicht ein doppelt so langes Band, sondern ein gréfseres Arbeit-
salphabet, vergleiche Beweis von Satz 11.4.
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<" Durch Modifikation der Beweisidee von Satz 12.1 gelingt es, zu einem LBA eine
Grammatik zu konstruieren, die nur nichtkiirzende Regeln hat.

Idee:

Da man mit |w| Arbeitsfeldern auskommt, muss man keine | A, p] links und rechts
von w erzeugen. Dadurch fallen dann auch die folgenden kiirzenden Regeln weg:

E[p, Bl — E

(b MIE — E
Es gibt allerdings noch einige technische Probleme:
e Man muss die Randmarker ¢ und $ einfiihren und am Schluss l6schen.
e Man muss das Hilfssymbol £ und den Zustand ¢ loschen.
Losung:

Fiihre die Symbole ¢, $ sowie E und den Zustand ¢ nicht als zusatzliche Symbole
ein, sondern kodiere sie in die anderen Symbole hinein.

z.B. statt [a, b]q[a’, V][a”, b"] verwende [a, b][q, d’, b'][a",D"].

Basierend auf dieser Idee kann man die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 12.1
so modifizieren, dass eine monotone Grammatik erzeugt wird.

]

Wir analysieren nun die Abschlusseigenschaften von Typ 0- und Typ 1-Sprachen und
betrachten die Entscheidbarkeit und Komplexitat von Wortproblem, Leerheitsproblem
und Aquivalenzproblem. Wir beginnen mit den Typ 0-Sprachen.

Satz 12.4

1) Ly ist abgeschlossen unter U, -* und N.

2) Ly ist nicht abgeschlossen unter Komplement.

Beweis.

*

1) Fiir die reguldren Operationen U, -,* zeigt man dies im Prinzip wie fiir £o durch
Konstruktion einer entsprechenden Grammatik.
Damit sich die Produktionen der verschiedenen Grammatiken nicht gegenseitig
beeinflussen, geniigt es allerdings nicht mehr, nur die Nichtterminalsymbole der
Grammatiken disjunkt zu machen.

Zusétzlich muss man die Grammatiken in die folgende Form bringen:

Die Produktionen sind von der Form

u—>v mit © € N;" und v € N}
X, —a mit X, € N; und a € X
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Fiir den Schnitt verwendet man Turingmaschinen:

Die NTM fiir L; N Ly verwendet zwei Bander und simuliert zunéchst auf dem ersten
die Berechnung der NTM fiir L; und dann auf dem anderen die der NTM fiir L.

Wenn beide zu akzeptierenden Stoppkonfigurationen der jeweiligen Turingmaschi-
nen fithren, so geht die NTM fiir L; N Ly in eine akzeptierende Stoppkonfiguration.

Beachte:

Es kann sein, dass die NTM fiir L; auf einer Eingabe w nicht terminiert, die
NTM fiir Ly N Ly also gar nicht dazu kommt, die Berechnung der NTM fiir Ly zu
simulieren. Aber dann ist ja w auch nicht in Ly N Ls.

2) Wir werden spéter sehen, dass Turing-erkennbare Sprachen nicht unter Komple-
ment abgeschlossen sind (Satz 17.6). O

Wir werden spéter aukerdem zeigen, dass fiir Turing-erkennbaren Sprachen (und damit
fir £y) das Wortproblem, Leerheitsproblem und Aquivalenzproblem unentscheidbar sind
(Sétze 15.5, 15.7, 15.8). Die Begriffe “entscheidbar” und “unentscheidbar” werden wir in
Kiirze formal definieren. Intuitiv bedeutet Unentscheidbarkeit, dass es keinen Algorith-
mus gibt, der das Problem 16st.

Satz 12.5

Fiir Lo sind das Leerheitsproblem, das Wortproblem und das Aquivalenzproblem unent-
scheidbar.

Wir wenden uns nun den Typ 1-Sprachen zu und beginnen mit den Abschlufeigenschaf-
ten. Genauso wie die Typ 3-Sprachen sind die Typ 1-Sprachen unter allen betrachteten
Operationen abgeschlossen.

Satz 12.6

L1 ist abgeschlossen unter U, -,* , N und Komplement.

Beweis. Fiir U, -,* und N verwende Grammatiken bzw. LBAs, analog zu L.

Komplement: der Beweis ist schwierig und wird an dieser Stelle nicht gefiihrt. Abschlufs
unter Komplement von £; war lange ein offenes Problem und wurde dann in den 1980ern
unabhéngig von zwei Forschern bewiesen (Immerman und Szelepcsenyi). O

Satz 12.7
Filir monotone Grammatiken sind
1. das Wortproblem entscheidbar

2. das Leerheitsproblem und das Aquivalenzproblem unentscheidbar.

Beweis. (1) Da die Produktionen von monotonen Grammatiken (bis auf Spezialfall
S — ¢) nicht verkiirzend sind, muss man zur Entscheidung ,w € L(G)?* nur sys-
tematisch die Menge aller aus S ableitbaren Worter aus (N U X)* der Linge < |w|
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erzeugen und dann nachsehen, ob w in dieser Menge ist. Dieses Verfahren terminiert, da
es nur endlich viele solche Worter gibt.

(2) Werden wir spater beweisen (Satz 16.6).
[

Es ist ein sehr schwieriges offenes Forschungsproblem, ob deterministische LBAs genauso
stark wie nichtdeterministische LBAs sind.
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13. LOOP-Programme und WHILE-Programme

In diesem Abschnitt betrachten wir Berechnungsmodelle, die an imperative Program-
miersprachen angelehnt, aber auf wesentliche Elemente reduziert sind. Dies dient zwei-
erlei Zweck: erstens werden wir eine abstrakte Programmiersprache identifizieren, die
dieselbe Berechnungsstéirke wie Turingmaschinen aufweist. Dies ist ein gutes Indiz fiir
die Giiltigkeit der Church-Turing These und zeigt, dass es sinnvoll ist, Berechenbarkeit
anhand von Turingmaschinen (anstelle von “echten Programmiersprachen”) zu studieren.
Zweitens erlauben uns die erzielten Resultate, in praziser Weise diejenigen Elemente von
imperativen Programmiersprachen zu identifizieren, die fiir die Berechnungsvollstandig-
keit verantwortlich sind. Wir trennen sie damit vom blofem “Beiwerk”, das zwar ange-
nehm fiir die Programmierung ist, aber in Bezug auf die Berechnungsstéirke eigentlich
verzichtbar.

Wir definieren zunéchst eine sehr einfache Programmiersprache LOOP und erweitern
sie in einem zweiten Schritt zur Programmiersprache WHILE. Wir betrachten in diesem
Abschnitt nur Funktionen f der Form

f:N" — N.

Dies entspricht dem Spezialfall [3] = 1 bei Wortfunktionen, ist aber keine echte Ein-
schriankung, da es berechenbare Kodierungsfunktionen 7 gibt, die Worter iiber beliebigen
Alphabeten X als natiirliche Zahlen darstellen (und umgekehrt), d.h. bijektive Abbildun-
gen m: X* — N, so dass sowohl 7 als auch die inverse Funktion 7—! berechenbar sind.

LOOP-Programme

Wir betrachten nun eine einfache imperative Programmiersprache, die genau die primitiv
rekursiven Funktionen berechnen kann.

LOOP-Programme sind aus den folgenden Komponenten aufgebaut:
e Variablen: xg, z1, x2, ...
e Konstanten: 0, 1, 2, ... (also die Elemente von N)
e Trennsymbole: ; und :=
e Operationssymbole: + und —
e Schliisselworter: LOOP, DO, END

Die folgende Definition beschreibt die wohlgeformten LOOP-Programme im Detail.
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Definition 13.1 (Syntax LOOP)
Die Syntaz von LOOP-Programmen ist induktiv definiert:

1) Jede Wertzuweisung
x; = x; +c und
T = T;—C
fiir 2,7 > 0 und ¢ € N ist ein LOOP-Programm.
2) Falls P, und P, LOOP-Programme sind, so ist auch

P ; P (Hintereinanderausfiihrung)

ein LOOP-Programm.
3) Falls P ein LOOP-Programm ist und ¢ > 0, so ist auch

LOOP z; DO P END (Loop-Schleife)

ein LOOP-Programm.

Die Semantik dieser einfachen Sprache ist wie folgt definiert:
Bei einem LOOP-Programm, das eine k-stellige Funktion f : N* — N berechnen soll:
e werden die Variablen x1,...,xz; mit den Fingabewerten ny,...,n; vorbesetzt;
e erhalten alle anderen Variablen eingangs den Wert 0;
e ist die Ausgabe der Wert der Variable xg nach Ausfiihrung des Programms.
Die einzelnen Programmkonstrukte haben die folgende Bedeutung:
1) @ = z;+c
Der neue Wert der Variablen z; ist die Summe des alten Wertes von z; und c.
T; 1= xj—C
Der neue Wert der Variablen z; ist der Wert von z; minus ¢, falls dieser Wert > 0

ist und 0 sonst (das nennt man auch modifizierte Subtraktion, angezeigt durch den
Punkt iiber dem Minuszeichen).

2) Pl ;Pz
Hier wird zundchst P, und dann P, ausgefiihrt.

3) LOOP z; DO P END
Das Programm P wird so oft ausgefiihrt, wie der Wert von z; zu Beginn angibt.
Anderungen des Wertes von x; wihrend der Ausfithrung von P haben keinen Ein-

fluss auf die Anzahl der Schleifendurchlaufe.

LOOP-Programme lassen zunéchst nur Addition und Subtraktion von Konstanten zu,
aber nicht von Variablen. Wir werden aber sehen, dass man letzteres ebenfalls ausdriicken
kann. Loop-Schleifen entsprechen einer einfachen Variante der aus vielen Programmier-
sprachen bekannten For-Schleifen.
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Definition 13.2 (LOOP-berechenbar)

Die Funktion
f:N* 5 N

heifst LOOP-berechenbar, falls es ein LOOP-Programm P gibt, das f in dem folgenden
Sinne berechnet:

e (Gestartet mit nq,...,ny in den Variablen xy,..., 2, (und 0 in den restlichen Va-
riablen)

e stoppt P mit dem Wert f(n,...,ng) in der Variablen z.

Beispiel:
Die Additionsfunktion ist LOOP-berechenbar:

ro = 21 +0;
LOOP T DO Ty = Z’Q‘l‘l END

Basierend auf der Additionsfunktion is auch die Multiplikationsfunktion LOOP-berechenbar.
Folgendes Programm steht natiirlich eigentlich fiir die Schachtelung zweier Loop-Schleifen:

LOOP T DO To = xg+ x1 END
Man nutzt hier aus, dass zy Eingangs den Wert 0 hat.

Einige andere Programmkonstrukte typischer imperativer Programmiersprachen lassen
sich mittels Loop-Schleifen simulieren. Wir betrachten zwei Beispiele:

e Absolute Wertzuweisungen: z; := ¢ wird simuliert durch
LOOP z; DO z; := x; — 1 END;
T, = x;+c

e IF x =0 THEN P END kann simuliert werden durch:

y = 1;
LOOP =z DO y := 0 END;
LOOP y DO P END

wobei y eine neue Variable ist, die nicht in P vorkommt ist.

Im folgenden verwenden wir diese zusétzlichen Konstrukte sowie LOOP-berechenbare
arithmetische Operationen 0.B.d.A. direkt in LOOP-Programmen. Gemeint ist dann
natiirlich das LOOP-Programm, dass man durch Ersetzen der verwendeten Konstrukte
und Operationen durch die definierenden LOOP-Programme erhélt.

Beispiel: Die ganzzahlige Divisionsfunktion ist LOOP-berechenbar:

LOOP z; DO

T3 = X3+ To;

IF 23—x; =0 THEN x4 := o+ 1 END
END
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Man nutzt hier aus, dass sowohl xy als auch die Hilfsvariable x3 eingangs den Wert 0
haben. Die Bedingung x3 — x1 = 0 verwenden wir zum Testen von x; > z3. Letzteres
kénnte man also auch 0.B.d.A. als Bedingung innerhalb des IF-Konstruktes zulassen.

Im Gegensatz zu Turing-Maschinen terminieren LOOP-Programme offensichtlich immer,
da fiir jede Schleife eine feste Anzahl von Durchlédufen durch den anfanglichen Wert der
Schleifenvariablen festgelegt wird. Daher sind alle durch LOOP-Programme berechne-
ten Funktionen total. Es folgt sofort, dass micht jede Turing-berechenbare Funktion
auch LOOP-berechenbar ist. Wie aber steht es mit der LOOP-berechenbarkeit tota-
ler Funktionen? Das folgende Resultat zeigt, LOOP-Programme auch beziiglich solcher
Funktionen nicht berechnungsvollstandig sind.

Satz 13.3
Es qibt totale berechenbare Funktionen, die nicht LOOP-berechenbar sind.

Beweis. Wir definieren die Lange von LOOP-Programmen induktiv {iber deren Aufbau:
1) |z i= zj+cl=itj+c+l
|z, = zj—c|:=i+j+c+1
2) |P;Qf:=[P|+|Q|+1
3) |LOOP z; DO P END|:= |P|+i+1

Fiir eine gegebene Lange n gibt es nur endlich viele LOOP-Programme dieser Lén-
ge: neben der Programmlénge ist mit obiger Definition auch die Menge der moglichen
vorkommenden Variablen und Konstantensymbole beschrankt. Deshalb ist die folgende
Funktion total:

f(z,y) := 1+ max{g(y) | g: N — N wird von einem
LOOP-Programm der Lénge x berechnet}

Behauptung 1:

Die Funktion
d:N — N mit z — f(z, 2)

ist nicht LOOP-berechenbar, denn:
Sei P ein LOOP-Programm, das d berechnet und sei n = |P|.

Wir betrachten d(n) = f(n,n). Nach Definition ist f(n, n) grofer als jeder Funktionswert,
den ein LOOP-Programm der Liange n bei Eingabe n berechnet. Dies widerspricht der
Tatsache, dass d von P berechnet wird.

Behauptung 2:

Die Funktion d ist Turing-berechenbar, denn:

Bei Eingabe z kann eine TM die endlich vielen LOOP-Programme der Lénge z aufzdhlen
und jeweils auf die Eingabe z anwenden (wir werden spéter noch formal beweisen, dass
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eine TM jedes LOOP-Programm simulieren kann). Da alle diese Aufrufe terminieren,
kann man in endlicher Zeit den maximalen so erhaltenen Funktionswert berechnen (und
dann um eins erhéhen). O

Die im Beweis von Satz 13.3 angegebene Funktion ist unter Bezugnahme auf LOOP-
Programme definiert und daher eher technischer Natur. Eine prominente Funktion, die
ebenfalls nicht durch LOOP-Programme berechenbar ist, deren Definition sich aber nicht
auf LOOP-Programme bezieht, ist die sogenannte Ackermannfunktion A, die wie folgt
definiert ist:

A(0,y) =y +1
Az +1,0) := A(z, 1)
Alr+1L,y+1) :=A(z,A(z + 1,y))

Es handelt sich hier um eine geschachtelte Induktion: in der letzten Zeile wird der Wert
fiir das zweite Argument durch die Funktion selbst berechnet. Intuitiv ist diese Funk-
tion wohldefiniert, da in jedem Schritt entweder das erste Argument verringert wird
oder gleich bleibt, wobei dann aber das zweite Argument verringert wird. Ein formaler,
induktiver Beweis der Wohldefiniertheit ist nicht schwierig.

Man kann leicht zeigen, dass A Turing-berechenbar ist (zum Beispiel, indem man die De-
finition von A direkt in eine rekursive Funktion in einer beliebigen Programmiersprache
“libersetzt”). Der Beweis, dass A nicht LOOP-berechenbar ist, beruht auf einem dhnli-
chen Argument wie der Beweis von Satz 13.3: die Funktionswerte der Ackermannfunktion
wachsen schneller als bei jeder LOOP-berechenbaren Funktion. Die Beweisdetails sind
allerdings etwas technischer, siche [Scho97].

WHILE-Programme

Wir erweitern LOOP-Programme nun um eine While-Schleife und erhalten so WHILE-
Programme. Die While-Schleife unterscheidet sich von der Loop-Schleife dadurch, dass
die Anzahl der Durchléufe nicht von Anfang an feststeht. Dieser Unterschied ist funda-
mental, denn im Gegensatz zu LOOP-Programmen stellen sich WHILE-Programme als
berechnungsvollstindig heraus. Intuitiv ist es also nicht moglich, eine berechnungsvoll-
standige Programmiersprache allein auf For-Schleifen aufzubauen, wohingegen While-
Schleifen ausreichend sind (wir werden noch sehen, dass sich For-Schleifen mittels While-
Schleifen ausdriicken lassen).

Definition 13.4 (Syntax von WHILE-Programmen)

Die Syntax von WHILE-Programmen enthélt alle Konstrukte in der Syntax von LOOP-
Programmen und zusétzlich

4) Falls P ein WHILE-Programm ist und ¢ > 0, so ist auch
WHILE x; #0 DO P END (While-Schleife)
ein WHILE-Programm.
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Die Semantik dieses Konstrukts ist wie folgt definiert:
e Das Programm P wird solange iteriert, bis x; den Wert 0 erhalt.
e Geschieht das nicht, so terminiert diese Schleife nicht.

Offensichtlich miissen WHILE-Programme im Gegensatz zu LOOP-Programmen nicht
unbedingt terminieren. Man koénnte bei der Definition der WHILE-Programme auf das
LOOP-Konstrukt verzichten, da es durch WHILE simulierbar ist:

LOOP = DO P END
kann simuliert werden durch:

y = x+0;

WHILE y #0 DO y := y—1;P END
wobei y eine neue Variable ist.
Definition 13.5 (WHILE-berechenbar)

Eine (partielle) k-stellige Funktion f : N*¥ — N heift WHILE-berechenbar, falls es ein
WHILE-Programm P gibt, das f in dem folgenden Sinne berechnet:

e (Gestartet mit nq,...,ny in den Variablen xy,..., 2z, (und 0 in den restlichen Va-
riablen)

e stoppt P mit dem Wert f(ny,...,ng) in der Variablen z, falls dieser Wert definiert
ist.

e Sonst stoppt P nicht.

Beispiel:
Die Funktion

N2 : x—y falls = >y
f:N° = Nmit (z,y) = { undefiniert sonst
ist WHILE-berechenbar durch das folgende Programm:

WHILE 25 # 0 DO
IF x; # 0 THEN

Ty = 11—1;
Ty 1= To—1;
END
END;
o = X1
Satz 13.6

Jede WHILE-berechenbare Funktion ist Turing-berechenbar.

Beweisskizze. Sei P ein WHILE-Programm, dass eine k-stellige Funktion berechnet. Wir
nehmen 0.B.d.A. an, dass alle Variablen x, ..., x; auch wirklich in P vorkommen. Wir
zeigen per Induktion iiber den Aufbau von @), dass es zu jedem Teilprogramm () von P
eine Mehrband-DTM M, gibt, die in folgendem Sinne () entspricht:
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e Wenn / der maximale Index ist, so dass () die Variable x, verwendet und die Bander
1 bis £ + 1 von M eingangs die Werte der Variablen z,...,z, vor Ausfiihrung
des Teilprogrammes () enthalten,

e dann terminiert Mg gdw. das Teilprogramm () auf den gegebenen Variablenwerten
terminiert und

e wenn My terminiert, dann finden sich danach auf den Béandern 1 bis ¢ + 1 die
Werte der Variablen zg, ..., z, nach Ausfithrung des Teilprogrammes ).

Weitere Arbeitsbander werden nicht verwendet. Die Induktion liefert schliesslich eine
DTM Mp fir P selbst. Man kann Mp nun leicht in eine DTM M umwandeln, die im
Sinne von Definition 11.2 dieselbe Funktion wie P berechnet:

e Zunéchst wird der Inhalt wy pwy b- -+ pwy, des ersten Bandes gelesen und w; auf
Band 2 geschrieben, wq auf Band 3, usw. Danach wird Band 1 gelscht (entspricht
der Initialisierung der Variablen xy mit 0).

e Nun wird Mp gestartet.

e Wenn Mp terminiert, wird der Schreib-Lesekopf auf Band 1 ganz an das linke
Ende bewegt (denn die Ausgabe muss ja nach Definition 11.2 direkt beim Kopf
beginnen).

Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass in P alle Loop-Schleifen durch While-Schleifen ersetzt
wurden. Die Konstruktion der DTMs My, ist nun wie folgt:

e Sei Q von der Form z; := z; 4+ ¢ oder z; := xjéc. Es ist leicht, die benétigten
Turingmaschinen Mg zu konstruieren.

e Sei () von der Form (q;()2. Man erhélt die Maschine Mg durch Hintereinander-
ausfiihrung von Mg, und My, .

e Sei Q von der Form WHILE z; # 0 DO ()’ END. Die Turingmaschine M priift
zunédchst, ob Band i + 1 leer ist (was x; = 0 entspricht). Ist dies der Fall, so
terminiert M¢. Andernfalls wird Mg gestartet und danach von vorn begonnen.

]

Satz 13.7
Jede Turing-berechenbare Funktion ist WHILFE-berechenbar.

Beweisskizze. Um diesen Satz zu beweisen, kodieren wir Konfigurationen von Turing-
maschinen, dargestellt als Worter der Form

aqp fiir o, f € I'" und ¢ € Q,

in drei natiirliche Zahlen.

Diese werden dann in den drei Programmvariablen x, 25, 3 des WHILE-Programms
gespeichert:
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e 1, reprasentiert a,
e 1, reprasentiert g,
e 13 reprasentiert .

Essei 0.B.dA. T ={ay,...,a,} und Q = {qo, - - ., g} mit go Startzustand, d.h. wir kon-
nen Alphabetssymbole und Zusténde iiber ihren Index als natiirliche Zahl beschreiben.

Die Konfiguration
Ay oo Qi @Ay - - - A

wird dargestellt als

xlz(ila"wil)b :

l
§ il, . blfu
v=1

To =M

xr3 = (jrw"ujl)b : ij'bp_17
p=1
wobei b = |T'| + 1 ist, d.h.

® a; ...a; reprasentiert x; in b-arer Zahlendarstellung und

® a; ...a; (Reihenfolge!) reprasentiert s in b-drer Zahlendarstellung.

Ist beispielsweise b = [I'| + 1 = 10, also I' = {ay, ..., a9}, so wird die Konfiguration
asasaraq gz ajagas  dargestellt durch  x; = 4271, x5 = 3, x3 = 381.

Wir brauchen b = |I'| + 1 statt b = |I'|, da wir die Ziffer 0 nicht verwenden kénnen: die
unterschiedlichen Strings ag und agag héatten die Kodierungen 0 und 00, also dieselbe
Zahl.

Die elementaren Operationen auf Konfigurationen, die zur Implementierung von Be-
rechnungsschritten der simulierten TM benotigt werden, lassen sich mittels einfacher
arithmetischer Operationen realisieren:

Herauslesen des aktuellen Symbols a;,
Ist 23 = (Jr, .-, j1)p, SO ist j; = x3 mod b.

Andern dieses Symbols zu a;
Der neue Wert von w3 ist (j,,...,J2,7)e = Aiv((Jr, .-, J2,J1)p,0) - b+ 7

Verschieben des Schreib-Lesekopfes
kann durch dhnliche arithmetische Operationen realisiert werden.

All diese Operationen sind offensichtlich WHILE-berechenbar (sogar LOOP!).
Das WHILE-Programm, welches die gegebene DTM simuliert, arbeitet wie folgt:
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1)

Aus der Eingabe wird die Kodierung der Startkonfiguration der DTM in den Va-
riablen x, xs9, 3 erzeugt.

Wenn also beispielsweise eine bindre Funktion berechnet werden soll und die Ein-
gabe r; = 3 und x5 = 5 ist, so mufs die Startkonfiguration gyaaabaaaaa erzeugt
werden, reprasentiert durch z; = 2, 9 = 0, 3 = 111112111 wenn a; = @ und

a9 = /b
In einer WHILE-Schleife wird bei jedem Durchlauf ein Schritt der TM-Berechnung
simuliert (wie oben angedeutet)

e In Abhéngigkeit vom aktuellen Zustand (Wert von x5) und
e dem gelesenen Symbol, d.h. von x3 mod b

e wird mit den oben dargestellten arithmetischer Operationen das aktuelle Sym-
bol verandert und

e der Schreib-Lesekopf bewegt.

Die WHILE-Schleife terminiert, wenn der aktuelle Zustand zusammen mit dem
gelesenen Symbol keinen Nachfolgezustand hat.

All dies ist durch einfache (WHILE-berechenbare) arithmetische Operationen rea-
lisierbar.

Aus dem Wert von z3 nach Terminierung der WHILE-Schleife wird der Ausgabe-
wert herausgelesen und in die Variable x( geschrieben.

Dazu braucht man eine weitere WHILE-Schleife: starte mit xqg = 0; extrahiere
wiederholt Symbole aus x3; solange es sich dabei um a handelt, inkrementiere xg;
sobald ein anderes Symbol gefunden wird oder x3 erschopft ist, gib den Wert von
o zurick. O
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14. Primitiv rekursive Funktionen und p-rekursive
Funktionen

Sowohl die LOOP-berechenbaren Funktionen als auch die WHILE-berechenbaren Funk-
tionen lassen sich auch auf génzlich andere Weise definieren, wobei nicht der Mecha-
nismus der Berechnung, sondern die Funktion selbst in den Mittelpunkt gestellt wird.
Genauer gesagt betrachten wir die Klasse der sogenannten primitiv rekursiven Funktio-
nen, die sich als identisch zu den LOOP-berechenbaren Funktionen herausstellen, und die
Klasse der p-rekursiven Funktionen, die sich als identisch zu den WHILE-berechenbaren
Funktionen herausstellen. Beide Klassen waren historisch unter den ersten betrachteten
Berechnungsmodellen und spielen in der Theorie der Berechenbarkeit und der Komple-
xitéatstheorie noch heute eine wichtige Rolle. Insbesondere kann man sie als mathemati-
sches Modell von funktionalen Programmiersprachen auffassen. Auch in diesem Kapitel
betrachten wir ausschliesslich k-stellige Funktionen f : N¥ — N.

Primitiv Rekursive Funktionen

Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen besteht aus den Funktionen, die man aus
den folgenden Grundfunktionen durch Anwenden der folgenden Operationen erhélt.

Grundfunktionen:

1. Konstante Nullfunktionen null, beliebiger Stelligkeit £ > 0, also z.B. die dreistellige
Funktion nully mit null(zq, z9, 23) = 0 fiir alle zq, 29, 3.

2. Projektionsfunktionen proj,_,; beliebiger Stelligkeit £ auf das i-te Argument, 1 <
1 < k, z.B. die dreistellige Funktion proj,_,, fiir die Projektion auf das erste Argu-
ment, also projs_,, (21, e, x3) = 1 fir alle 1, x5, x3.

3. Die einstellige Nachfolgerfunktion succ.
Operationen:
1. Komposition (Einsetzung) von Funktionen.

Genauer gesagt entsteht eine k-stellige Funktion f aus k-stelligen Funktionen
hi, ..., h, unter Anwendung eine n-stelligen Funktion g wenn

flry, o mp) = glha(wy, .o an), oo by, )

2. Primitive Rekursion.

Primitive Rekursion bedeutet hier einen rekursiven Abstieg iiber das letzte Funk-
tionsargument, also darf f(...,n 4+ 1) definiert werden unter Verwendung von
f(...,n). Un das etwas préziser zu machen, sei g eine k-stellige Funktion und
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h eine k + 2-stellige Funktion. Dann entsteht die k + 1-stellige Funktion f per
primitiver Rekursion aus g und h wenn

f(xlv”wl‘/mo) = g(xlv”ka)
flzr,.. ., xp,n+1) = h(f(xr,...,26,n),21,...,25,n)

Die Funktion g definiert also den Rekursionsanfang und h den Rekursionsschritt.
Bei der Berechnung des Funktionswertes im Rekursionsschritt hat man zur Ver-
fiigung: alle Argumente inklusive Rekursionsargument sowie den per rekursivem
Aufruf ermittelten Wert.

Beispiel 14.1
Addition kann durch primitive Rekursion wie folgt definiert werden:
add(z,0) =z = g(z)
add(z,y + 1) = add(z,y) + 1 = h(add(z,y),z,y)
Das heiftt also: add entsteht durch primitive Rekursion aus den Funktionen

e g(x) = proj,_,,(z), also die Identitdtsfunktion als Projektion;
o h(x,y,z) = succ(projs ., (x,y, 2)).
Multiplikation erhélt man durch primitive Rekursion aus der Addition:
mult(z,0) =0
mult(z,y + 1) = add(mult(z, y), x)
Exponentiation erhéilt man durch primitive Rekursion aus der Multiplikation:

exp(z,0) =1
exp(z,y + 1) = mult(exp(z,y), z)

Es ergibt sich die Exponentiation z¥.

Man zeigt leicht per Induktion iiber den Aufbau primitiv rekursiver Funktionen, dass
jede primitiv rekursive Funktion total ist. Es gilt der folgende Satz.

Satz 14.2

Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen stimmt mit der Klasse der LOOP-berech-
enbaren Funktionen tberein.

Bewezs.

(1)  Alle primitiv rekursiven Funktionen sind LOOP-berechenbar. Wir zeigen dies per
Induktion tiber den Aufbau der primitiv rekursiven Funktionen:

e Fiir die Grundfunktionen ist klar, dass sie LOOP-berechenbar sind.
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e Komposition:

f(x1, ..., xn) = glhy (21, ... 28), - by (1, ..o )
Es seien Py, ..., P,, P LOOP-Programme fiir hy,... h,,, g.

Durch Speichern der Eingabewerte und der Zwischenergebnisse in unbenutz-
ten Variablen kann man zunéchst die Werte von hy, ..., h,, mittels P;,..., P,
berechnen und dann auf diese Werte P anwenden. Genauer:

Yy = Ty 0 5 Yn 1T Tp,

Fihre P; aus

Z1 = Xo,

x; := 0; fir alle in P; verwendeten Variablen x;
X1 = Y15 = 5 Tn T YUn,

Fihre P aus

Zm 1T T
x; := 0; fir alle in P,, verwendeten Variablen z;
T1 = 215 5 Ty CF Zmys
Fiihre P aus
e primitive Rekursion:
f(z1,...,x0) = g(x1, ..., Tpn_1) falls z, =0
f(z1,...,x,) =h(f(zq,..., 20 1,2p — 1), 21, ..., 2y 1,2, — 1) falls 2, >0
Die Funktion f kann durch das LOOP-Programm
z1 = 0;
2o 1= g(Ty,. .., Tpo1); (%)
LOOP z; DO
Z9 = h(zg,xl,...,mn,l,zl); (*)
21 = 21+ 1
END
Ty :— 22

berechnet werden.

Dabei sind die mit (*) gekennzeichneten Anweisungen Abkiirzungen fiir Pro-
gramme, welche Ein- und Ausgaben geeignet kopieren und die Programme
fiir g und h anwenden.

Die Variablen z, 2o sind neue Variablen, die in den Programmen fiir g und h
nicht vorkommen.

(1) Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind primitiv rekursiv.

Da der Beweis technisch etwas aufwendiger ist, beschrinken wir uns auf eine Skiz-
ze. Fiir ein gegebenes LOOP-Programm P zeigt man per Induktion iiber die Teil-
programme von P, dass es zu jedem Teilprogramm () von P eine ,dquivalente”’
primitiv rekursive Funktion gibt.

117



Primitiv rekursive Funktionen und p-rekursive Funktionen

Leider ist es nicht ausreichend, , dquivalent”” als , liefert dieselbe Ausgabe/denselben
Funktionswert”’ zu interpretieren, da P zuséatzliche Hilfsvariablen verwenden kann,
deren Werte zwischen den Teilprogrammen von P weitergegeben werden (siche
Beweis von Satz 13.6). Ein adidquater Aquivalenzbegriff muss darum die Ein- und
Ausgabewerte aller in P verwendeten Variablen x, ..., x, beriicksichtigen.

Da aber jede primitiv rekursive Funktion nur einen einzelnen Funktionswert zu-
riickliefert und so etwas wie ,Hilfsvariablen* nicht zur Verfiigung steht, ist es not-
wendig, n Variablenwerte als eine einzige Zahl zu kodieren.

Wir benotigen also eine primitiv rekursive Bijektion
¢ :N" 5N (n>2)

sowie die zugehorigen Umkehrfunktionen

C((]"), . ,c(")

Fiir n = 2 kann man beispielsweise die folgende Funktion verwenden:
¢?:N> 5 N mit (z,y) —2° - 2y+1) -1
sowie ihre Umkehrfunktionen

) = max{z eN|2°|(z+ 1)}

c§2)(z) = ((—Z(—; 1) —1)/2
2¢q (2)
wobei x|y fiir Teilbarkeit steht, also x|y = 1 wenn x durch y ganzzahlig teilbar
ist und x|y = 0 sonst. Man kann zeigen, dass ¢® in der Tat eine Bijektion ist
und dass sowohl ¢(? als auch die Umkehrfunktionen primitiv rekursiv sind. Durch
wiederholtes Anwenden erweitert man ¢(® leicht auf die gewiinschte Bijektion ¢(™.

Man iibersetzt nun jedes Teilprogramm () von P in eine einstellige primitiv rekur-
sive Funktion, indem man die Komposition folgender Schritte bildet: 1) aus dem
Eingabewert die Werte aller Variablen dekodieren; 2) @ simulieren; und 3) alle
Variablenwerte wieder in einen einzigen Wert kodieren.

]

(i-rekursive Funktionen

Aus Satz 14.2 folgt natiirlich, dass die primitiv rekursiven Funktionen nicht berechnungs-
vollstandig sind. In diesem Abschnitt erweitern wir die primitiv rekursiven Funktionen
zu den p-rekursiven Funktionen. Dieser Schritt entspricht dem Ubergang von LOOP-
Programmen zu WHILE-Programmen und liefert insbesondere Berechnungsvollstandig-
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Die Erweiterung der primitiv rekursiven Funktionen wird durch Hinzunahme des soge-
nannten p-Operators erreicht. Die durch diesen Operator beschriebene Operation wird
auch als Minimalisierung bezeichnet. Intuitiv ist das letzte Argument einer k-stelligen
Funktion ¢ als Minimalisierungsargument festgelegt und das Resultat der Minimali-
sierung von ¢ ist das kleinste = so dass ¢(...,z) = 0. So ein & muf natiirlich nicht
existieren, so dass sich mit dem pu-Operator auch echt partielle Funktionen definie-
ren lassen. Die Semantik von Komposition und primitiver Rekursion lasst sich leicht
auf partielle Funktionen erweitern. Zum Beispiel ist die Komposition f(zq,...,z,) =
g(hy(xy, ... x,), ..., hy(z1,. .., z,)) undefiniert wenn

e cines der h;(zy,...,z,) undefiniert ist oder
e alle h;-Werte definiert sind, aber g von diesen Werten undefiniert ist.
Auch bei primitiver Rekursion setzen sich undefinierte Werte fort.

Wir wollen nun den p-Operator formaler definieren. Eine k-stellige Funktion f entsteht
aus einer k- 1-stelligen Funktion g durch Anwendung des p-Operators (wir bezeichnen
f dann mit pg) wenn

flz1,...,zx) = min{n | g(z1,..., 25 n) =0 und

g(x1,...,x, m) ist definiert fiir alle m < n}.

Dabei ist min () undefiniert. Man beachte, dass das Ergebnis der Minimalisierung also in

zwei Fillen undefiniert ist: (i) wenn kein n existiert, so dass g(x1,. .., zg, n) = 0 gilt und
(ii) wenn fiir das kleinste n mit g(z1,...,xg,n) = 0 gilt: es gibt ein m mit 0 < m < n
und g(z1, ..., zr, m) undefiniert.

Beispiel 14.3

e Die 1-stellige, iberall undefinierte Funktion undef kann definiert werden als

undef(x) = pg(zr) mit g(x,y) = succ(y).
pg(x) liefert also unabhéngig von der Eingabe = das kleinste y, so dass y + 1 = 0;
so ein y existiert aber offensichtlich nicht.
e Um die Funktion
x1/xo falls x1 /29 € N
undefiniert  sonst

div(z1, 22) = {

als p-rekursive Funktion zu definieren, {iberlegt man sich zunéchst leicht, dass die
symmetrische Differenz sdiff(z1, 29) = (z1 — 22) + (22 — 1) primitiv rekursiv ist.
Dann definiert man

diV(l’la@) = Mg(xh?l?z) mit 9(951,152,9) = sdiff(xl,mult(a:2,y)).

wg(xy, z2) liefert also das kleinste y, so dass die symmetrische Differenz zwischen
und z5-y gleich 0 ist. Offensichtlich ist y genau der gesuchte Teiler bzw. undefiniert
wenn dieser in N nicht existiert.
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Die Klasse der p-rekursiven Funktionen besteht aus den Funktionen, die man aus den
primitiv rekursiven Grundfunktionen durch Anwenden von Komposition, primitiver Re-
kursion und des p-Operators erhélt.

Satz 14.4

Die Klasse der p-rekursiven Funktionen stimmt mit der Klasse der WHILFE-berechenba-
ren Funktionen tberein.

Beweis. Wir miissen hierzu den Beweis von Satz 14.2 um die Behandlung des zusétz-
lichen u-Operators/ WHILE-Konstrukts erganzen. Wir beschrinken uns dabei auf den
Nachweis, dass alle p-rekursiven Funktionen auch WHILE-berechenbar sind.

Es sei f = pg und P (nach Induktionsvoraussetzung) ein WHILE-Programm fiir g. Dann
berechnet das folgende Programm die Funktion f:

rg = 0;
y = g1, ..., T, T0); (realisierbar mittels P)
WHILE y # 0 DO

To = xo+1;

y = g(x1,...,o,,x9); (realisierbar mittels P)
END

Dieses Programm terminiert nicht, wenn eine der Berechnungen der Funktion g mittels
des Programmes P nicht terminiert oder wenn y in der WHILE-Schleife niemals den Wert
0 annimmt. In beiden Féllen ist nach Definition von unbeschréankter Minimalisierung
aber auch der Wert von g nicht definiert.

]

Satz 14.4 liefert einen weiteren Anhaltspunkt fiir die Giiltigkeit der Church-Turing These.
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15. Entscheidbare und Unentscheidbare Probleme

Wir wechseln nun von Funktionen und dem mit Ihnen verkniipften Berechenbarkeitsbe-
griff zu Entscheidungsproblemen und dem damit assoziierten Begriff der Entscheidbar-
keit. In der Informatik erfordern viele Probleme nur eine ja/nein Antwort anstatt der
Berechnung eines “echten” Funktionswertes, z.B.:

e Das Leerheitsproblem fiir NEAs: gegeben ein NEA A, ist L(A) = 0?7

e Das Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken: gegeben eine kontextfreie Gram-
matik G und ein Wort w, ist w € L(G)?

e Das Erreichbarkeitsproblem in gerichteten Graphen: gegeben ein gerichteter Graph
G und zwei Knoten x,y, ist y von z aus in G erreichbar?

e ctc

Derartige Probleme nennen wir Entscheidungsprobleme. Wir formalisieren sie nicht als
Funktionen, sondern als Menge von Wortern iiber einem geeigneten Alphabet 3, also
als formale Sprache L C ¥*. Das assoziierte ja/nein-Problem ist dann: ist ein gegebenes
Wort w € ¥* enthalten in L?

Als Beispiel fiir die Formalisierung eines Entscheidungsproblems als formale Sprache
betrachten wir das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Grammatiken. Jede Gramma-
tik G = (N, %, P,S) kann als Wort code(G) € I'* iiber einem festen (d.h. nicht von
G abhiingigen) Alphabet I' aufgefasst werden. Das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie
Grammatiken ist dann die Sprache

{code(G1)#code(Gs) | Gy, G kontextfrei, L(G1) = L(Gy)} C T,

wobei # einfach ein Trennsymbol ist, das es erlaubt, die beiden Eingaben zu unterschei-
den.

In diesem Kapitel beweisen wir das fundamentale Resultat, dass es (natiirliche und
wohldefinierte) Entscheidungsprobleme gibt, die nicht entscheidbar sind, d.h. fiir die
kein Algorithmus existiert, der das gewiinschte ja/nein-Resultat berechnet. Wir verwen-
den hier wieder Turing-Maschinen als zugrundeliegendes Berechnungsmodell, begriindet
durch die Church-Turing-These und die in den vorhergehenden Abschnitten dargestellte
Aquivalenz zu anderen Berechnungsmodellen.

Definition 15.1 (entscheidbar)

Eine Sprache L C »* heilst entscheidbar, falls es eine DTM gibt, die bei Eingabe von
w e X*

e in akzeptierender Stoppkonfiguration anhélt wenn w € L
e in nicht-akzeptierender Stoppkonfiguration anhélt wenn w ¢ L

Die Eingabe w entspricht dabei wieder der Startkonfiguration gyw. Wir sagen dann auch,
dass die DTM die Sprache L entscheidet und ein Entscheidungsverfahren fiir L ist.
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Entscheidbarkeit entspricht intuitiv der Existenz eines Algorithmus, der das Entschei-
dungsproblem (in endlicher Zeit) 16st. Ein Vergleich der Definitionen 11.2 (Punkt 2)
und 15.1 zeigt, dass jede DTM, die eine Sprache L entscheidet, offensichtlich auch L
erkennt. Die Umkehrung gilt jedoch nicht, da fiir das Entscheiden zuséatzlich gefordert
ist, dass die DTM auch fiir Eingaben w ¢ L anhélt.

Entscheidbarkeit kann als Spezialfall der Berechenbarkeit totaler Funktionen gesehen
werden: eine Sprache L ist entscheidbar gdw. ihre charakteristische Funktion, also die
totale Funktion y,, definiert durch

1 wennw € L

Xr(w) = {

0 sonst

berechenbar ist.

Man sieht leicht, dass die Klasse der entscheidbaren Sprachen unter Komplement abge-
schlossen ist. Diese Eigenschaft werden wird im Folgenden verwenden.

Satz 15.2

Fiir alle L C X* gilt: ist L entscheidbar, so ist auch das Komplement L = X* \ L
entscheidbar.

Beweis. Eine DTM M, die L berechnet, wird wie folgt zu einer DTM fiir L modifiziert:
setze F' = @ \ F (tausche Endzustdnde und Nicht-Endzusténde). Diese Konstruktion
liefert das gewiinschte Resultat, weil M deterministisch ist und auf jeder Eingabe ter-
miniert. [

Entscheidbarkeitsbeweise haben wir im Prinzip schon viele gefiihrt, dafiir jedoch meist
keine Turingmaschinen sondern abstrakte algorithmische Beschreibungen oder Pseudo-
code verwendet, siehe z.B. das Wortproblem fiir monotone Grammatiken in Satz 12.7.

Aber wie zeigt man, dass ein Problem nicht entscheidbar ist? Wir werden zwei Verfahren
kennenlernen: Diagonalisierung und Reduktion. Unser erstes Unentscheidbarkeitsresul-
tat wird Diagonalisierung verwenden. Haben wir aber erstmal die Unentscheidbarkeit
einiger Probleme bewiesen, so ist danach meist Reduktion der einfachere Weg, um die
Unentscheidbarkeit weiterer Probleme nachzuweisen.

Fiir die Diagonalisierung miissen wir Turingmaschinen als Eingaben fiir Turingmaschinen
verwenden. Zu diesem Zweck iiberzeugen wir uns zunéchst, dass Turingmaschinen leicht
als Worter kodiert werden konnen.

Konventionen:

o Arbeitsalphabete der betrachteten Turingmaschinen sind endliche Teilmengen von
{ag, a1, az, ...}, wobei ay das blank Symbol ist (wir schreiben wie gehabt A).

e Zustandsmengen sind endliche Teilmengen von {qo, q1, ¢, - ..}, wobei qo stets der
Anfangszustand ist.
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Essei M = (Q,%,T,¢1, A, F) eine Turingmaschine, die obige Konventionen erfiillt.

1) Eine Transition
= (qza Qj, Qgry 1T, qz’)

wird kodiert durch

code(t) = bin(i)#bin(j)#bin(j' ) #m#bin (i)

wobei bin(n) die Bindrdarstellung einer Zahl ist.

2) Besteht A aus den Transitionen tq,...,t; und ist F' = {¢;,...,q,} und ¥ =
{aj,,...,a;}, so wird M kodiert durch code(M) =

code(t1)## - - - ##code(ty) ###bIn(ir)# - - - #bin(i, ) ##4bin(j1)# - - - #bin(js).

Beachte, dass die einzelnen Transitionen durch ## getrennt sind und die Kodierung der
Ubergangsrelation durch ##+# abgeschlossen wird.

Wir wenden uns nun der Existenz unentscheidbarer Probleme zu. Es ist natiirlich zu-
néchst einmal gar nicht klar, ob es solche Probleme iiberhaupt gibt.

Satz 15.3

Es gibt unentscheidbare Probleme.

Beweis. Fixiere ein beliebiges (nicht leeres) Alphabet ¥. Wir zeigen: es gibt nur ab-
zahlbar viele verschiedene DTMs mit Eingabealphabet X2, aber iiberabzahlbar viele ver-
schiedene Sprachen iiber Y. Ware jede Sprache iiber ¥ entscheidbar, so miissten also
mindestens zwei verschiedene solche Sprachen von derselben DTM entschieden werden,
was nicht moglich ist.

Der erste Teil ist offensichtlich: jede DTM lésst sich als Wort iiber dem endlichen Al-
phabet {0,1,¢,n,r,#} darstellen und die Menge aller solcher Worter ist offensichtlich
abzéahlbar.

Fiir den zweiten Teil nehmen wir zum Zwecke eines Widerspruchs an, dass es nur ab-
zaéhlbar viele Sprachen iber ¥ gibt. Sei wg, wy, ... eine Aufzédhlung aller Worter iiber X
und Lo, L1, ... eine Aufzdhlung aller Sprachen iiber X. Die Diagonalisierungssprache Lp
ist definiert durch

w; € Lp gdw. w; ¢ L.

Der Begrift “Diagonalisierung” bezieht sich auf die Darstellung der Zugehorigkeit der
Woérter wq, wy, ... zu den Sprachen Ly, L1, ... als zweidimensionale Matrix: der Eintrag
einer Matrixzelle ist 1 wenn das Wort zur Sprache gehort und 0 sonst. Lp unterscheidet
sich nun von jeder Sprache L; genau im Wort w;, d.h. genau auf der Diagonalen der
Matrix.

Damit ist auch offensichtlich, dass Lp nicht in der Liste Lg, Ly, ... vorkommt, im Wi-
derspruch dazu, dass Lg, L1, ... eine Aufzdhlung aller Sprachen iiber ¥ ist. O
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Der obige Beweis ist sehr dhnlich zu Cantors klassischem Beweis fiir die Uberabzihl-
barkeit der reellen Zahlen. Ein dhnliches Diagonalisierungsargument haben wir auch im
Beweis von Satz 13.3 verwendet, um zu zeigen, dass es totale berechenbare Funktionen
gibt, die nicht LOOP-berechenbar sind. Der Beweis von Satz 15.3 ist nicht konstruktiv,
d.h. er liefert keine konkrete unentscheidbare Sprache. Das ist natiirlich sehr unbefriedi-
gend. Wir werden darum im folgenden ein etwas raffinierteres Diagonalisierungsargument
verwenden, um konkrete unentscheidbare Sprachen zu identifizieren. Die verwendete Be-
weistechnik geht zuriick auf Alan Turing.

Zunéchst verbessern wir unsere Kodierung von DTMs als Worter, so dass diese surjektiv
ist, d.h. jedes Wort kann als Kodierung einer DTM aufgefasst. werden. Das ist natiirlich
zunéchst nicht der Fall, lasst sich aber sehr leicht erreichen: wéhle eine beliebige aber
feste DTM M. Jedem Wort, das geméfs des obigen Schemas nicht der Kodierung einer
DTM entspricht, weisen wir per Konvention die DTM M, zu. Man beachte, dass sich
aus einem gegebenen Wort w € {0,1,¢,n,r,#}* trotzdem leicht die kodierte DTM
extrahieren ldsst. Wir bezeichnen die durch ein Wort w € {0,1,¢,n,r, #}* kodierte
DTM mit M,,.

Zunéchst betrachten wir ein konkretes, aber etwas merkwiirdiges unentscheidbares Pro-
blem, das sogenannte spezielle Wortproblem. Es besteht darin, fiir ein gegebenes Wort
w zu entscheiden, ob w € L(M,), also mit anderen Worten: ob eine DTM ihre eige-
ne Kodierung als Eingabe akzeptiert. Man beachte, dass die “Diagonale” (Identitéat der
Maschine und der Eingabe) hier quasi in die Problemdefinition eingebaut ist.

Satz 15.4
Das spezielle Wortproblem fiir DT Ms ist unentscheidbar.

Beweis. Mit Satz 15.2 ist es ausreichend, zu zeigen, dass das Komplement des speziellen
Wortproblems unentscheidbar ist, also die Sprache

Ly = {w [w & L(M,y)}.

Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, Ly wére entscheidbar. Dann gibt
es eine konkrete DTM M, die Ly entscheidet und es gibt ein Wort w € {0, 1, ¢, n, r, #}*
mit M = M,,. Es gilt nun:

w e L(M,) gdw. w € Ly (denn L(M,,) = L)
gdw. w ¢ L(M,) (nach Def. Lyy)

Widerspruch. O

Aus der Unentscheidbarkeit des speziellen Wortproblems fiir DTMs kann man die Un-
entscheidbarkeit weiterer, natiirlicherer Probleme herleiten. Wir betrachten zunachst das
(allgemeine) Wortproblem fiir DTMs.
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Satz 15.5

Das Wortproblem fiir DTM ist unentscheidbar, d.h. es gibt kein Entscheidungsverfahren
dafiir, ob eine gegebene DTM M ein gegebenes Fingabewort w akzeptiert.

Beweis. Ware das Wortproblem entscheidbar, so auch das spezielle Wortproblem. Um
fiir ein gegebenes Wort w zu entscheiden, ob w € L(M,,), miisste man dann némlich nur
die DTM fiir das (allgemeine) Wortproblem starten und ihr als Eingabe w (als Kodierung
der DTM M,,) sowie nochmals w (als Eingabe fiir M,,) iibergeben. O

Aus Satz 15.5 folgt auch die Unentscheidbarkeit des Wortproblems fiir Typ 0-Grammatiken,
da die im Beweis von Satz 12.1 beschriebene Ubersetzung derartiger Grammatiken in
DTMs effektiv ist, d.h. mittels DTMs implementierbar. Dadurch koénnte ein Entschei-
dungsverfahren fiir Typ 0-Grammatiken leicht in ein Entscheidungsverfahren fiir DTMs
umgewandelt werden.

Als néchstes betrachten wir ein weiteres klassisches Problem fiir Turingmaschinen: das
Halteproblem. Wenn man “DTM” mit “Programm” gleichsetzt, so entspricht das Halte-
problem einer wichtigen Fragestellung aus der Programmanalyse: ldsst sich automatisch
feststellen, ob ein Programm auf einer gegebenen Eingabe stoppt (oder in eine End-
losschleife gerdt)? Das folgende Unentscheidbarkeitsresultat zeigt, dass das unmoglich
ist.

Satz 15.6

Das Halteproblem fiir DTM 1ist unentscheidbar, d.h. es gibt kein Entscheidungsverfahren
dafiir, ob eine gegebene DTM M auf einer gegebenen Eingabe w anhdlt.

Beweis. Wir zeigen: ware das Halteproblem entscheidbar, so auch das Wortproblem.

Um von einer gegebenen DTM M und einem gegebenen Wort w zu entscheiden, ob
w € L(M), konnte man dann nidmlich wie folgt vorgehen:

Modifiziere M zu einer TM M:
e M verhilt sich zuniichst wie M.

e Stoppt M mit akzeptierender Stoppkonfiguration, so stoppt auch M.
Stoppt Mmit nichtakzeptierender Stoppkonfiguration, so geht M in Endlosschleife.

Damit gilt:
M akzeptiert w gdw. M hilt auf Eingabe w.

Mit dem Entscheidungsverfahren fiir das Halteproblem, angewandt auf M und w, konnte
man also das Wortproblem ist w in L(M)* entscheiden. ]

Satz 15.7
Das Leerheitsproblem fiir DTM ist unentscheidbar.
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Beweis. Da das Halteproblem unentscheidbar ist, ist mit Satz 15.2 auch dessen Kom-
plement unentscheidbar. Wére aber das Leerheitsproblem entscheidbar, so auch das
Komplement des Halteproblems.

Um bei gegebener DTM M zu entscheiden, ob M auf Eingabe w nicht halt, konstruiert
man die DTM M wie folgt:

e M léscht ihre Eingabe und ersetzt sie durch w.
e Danach verhilt sich M wie M.
e Stoppt die Berechnung, so akzeptiert M (die urspriingliche Eingabe).

~

Offenbar hélt M nicht auf Eingabe w  gdw. L(M) = (. Man muss also nur das
Entscheidungsverfahren fiir das Leerheitsproblem auf M anwenden.

O

Satz 15.8
Das Aquivalenzproblem fiir DTM ist unentscheidbar.

Beweis. Offenbar kann man leicht eine DTM M konstruieren mit L(M) = 0.

Wiire das Aquivalenzproblem

entscheidbar, so konnte man durch den Test

das Leerheitsproblem fiir M entscheiden. O

Das in den Beweisen der Satze 15.5 bis 15.8 gewéhlte Vorgehen nennt man Reduktion:

e Das Lésen eines Problems Py (z.B. Halteproblem) wird auf das Losen eines Problem
P, (z.B. Aquivalenzproblem) reduziert.

e Wire daher P, entscheidbar, so auch P;.

e Weils man bereits, dass P; unentscheidbar ist, so folgt daher, dass auch P, unent-
scheidbar ist.

Reduktionen sind ein sehr wichtiges Hilfsmittel, um die Unentscheidbarkeit von Pro-
blemen nachzuweisen. In der Tat wird dieser Ansatz wesentlich haufiger verwendet als
Diagonalisierung (die aber trotzdem unverzichtbar ist, um sich erstmal ein originéres
unentscheidbares Problem zu schaffen, dass man dann reduzieren kann). Formal lassen
sich Reduktionen wie folgt definieren.
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Definition 15.9 (Reduktion)

1) Eine Reduktion von Ly C ¥* auf Ly C ¥* ist eine (totale) berechenbare Funktion
fo3"— ¥,

so dass fur alle w € X*:
w € L1 gd_W f(w) c LQ.

2) Wir schreiben
Ly < Ly (Ly ist auf Ly reduzierbar),

falls es eine Reduktion von L; nach L,y gibt.

Offensichtlich ist die Komposition zweier berechenbarer Funktionen wieder eine bere-
chenbare Funktion. Daher ist “<” eine Ordnungsrelation:

Lemma 15.10
Wenn Ly < Ly und Loy < L3, dann Ly < Ls.

Das folgende Lemma gibt die wichtigsten Zusammenhénge zwischen Reduzierbarkeit
und (Un)entscheidbarkeit an.

Lemma 15.11

1) Ly < Ly und Ly entscheidbar = Ly entscheidbar.
2) Ly < Ly und Ly unentscheidbar = Lo unentscheidbar.

Beweis.
1) Um ,w € L;* zu entscheiden,
e berechnet man f(w) und
e cntscheidet ,f(w) € Ly*.
2) Folgt unmittelbar aus 1). O

Wir werden im Folgenden noch einige Beispiele fiir Reduktionen sehen. Zunéchst zeigen
wir mit Hilfe einer Reduktion des Halteproblems folgendes sehr starke Resultat:

Jede nichttriviale semantische Eigenschaft von Programmen (DTM) ist unentscheidbar.

o Semantisch heifit hier: Die Eigenschaft héngt nicht von der syntaktischen Form
des Programms (der DTM), sondern nur von der erkannten Sprache ab.

e Nichttrivial: Es gibt Turing-erkennbare Sprachen, die die Eigenschaft erfiillen, aber
nicht alle Turing-erkennbaren Sprachen erfiillen sie.
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Zum Beispiel ist eine semantische und nichttriviale Eigenschaft, ob die von einer DTM
erkannte Sprache leer ist. Also ist die Unentscheidbarkeit des Leerheitsproblems eine
konkrete Instanz des hier bewiesenen, sehr allgemeinen Resultates. Da nach der Church-
Turing-These DTMs é&quivalent zu anderen Berechnungsmodellen wie etwa WHILE-
Programmen sind, kann man diese Aussage intuitiv so verstehen, dass alle interessanten
Figenschaften, die das Verhalten von Programmen betreffen, unentscheidbar sind. Dies
hat weitreichende Konsequenzen im Gebiet der Programmverifikation, wo man Program-
me automatisch auf ihre Korrektheit priifen mochte.

Ein Beispiel fiir eine nicht semantische Eigenschaft ist zum Beispiel: die DTM macht
auf dem leeren Wort mehr als 100 Schritte.

Wir setzen im Folgenden semantische Eigenschaften von DTMs mit Eigenschaften der
von ihnen erkannten Sprachen gleich: eine Figenschaft Turing-erkennbarer Sprachen ist

eine Menge
E C{L C ¥ | L ist Turing-erkennbar}.

Eine Sprache L erfillt FE falls L € E.
Es folgt das angekiindigte Resultat.
Satz 15.12 (Satz von Rice)

Es sei E eine Eigenschaft Turing-erkennbarer Sprachen, so dass gilt:
0 C EC{LCX"|L ist Turing-erkennbar}.
Dann ist die Sprache
L(E) :={code(M) | M DTM mit L(M) € E}
unentscheidbar.

Beweis. Sei E wie in Satz 15.12. Wir geben eine Reduktion des Halteproblems auf die
Sprache L(FE) an, miissen also folgendes zeigen.

Gegeben eine DTM M und ein Eingabewort w fiir M kann man eine DTM M konstru-
ieren, so dass gilt:

~

M hélt auf w gdw. L(M) € E.

Die Reduktionsfunktion f aus Definition 15.9 bildet also die Eingabe (M, w) fiir das
Halteproblem auf f(M, w) = M ab. Beachte, dass die Funktion { berechenbar sein muss,
d.h. die Konstruktion von M aus M muss effektiv mittels einer DTM realisierbar sein.

Zur Konstruktion von M verwenden wir

(a) eine Sprache Lg € E und eine dazugehorige DTM Mg mit L(Mg) = Lg (so eine
Sprache und DTM existieren, da E nichttrivial)

(b) die Annahme, dass die leere Sprache E nicht erfiillt (dazu spéter mehr).
Konstruiere nun zu gegebener DTM M und Eingabe w fiir M die DTM M wie folgt:
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e M speichert zuniichst die Eingabe w zur spateren Verwendung

e danach schreibt M das Wort w auf das Eingabeband und verhilt sich genau wie
M

e wenn M terminiert, so wird die urspriingliche Eingabe w auf dem Eingabeband
wiederhergestellt; dann verhalt sich M wie die Maschine Mg.

Man kann priifen, dass M sich wie gewlinscht verhélt:
1. wenn M auf w anhilt, dann erkennt M die Sprache L, also L(M ) € E;
2. wenn M auf w nicht anhilt, dann erkennt M die leere Sprache, also L(M) ¢ E.

Wir gehen nun noch kurz auf die obige Annahme (b) ein. Wenn die leere Sprache F
erfiillt, dann betrachten wir stattdessen die Komplementéareigenschaft

E ={L C¥*| L ist Turing-erkennbar} \ F

Diese wird dann nicht von der leeren Sprache erfiillt und wir konnen wie oben zeigen,

dass L(FE) unentscheidbar. Unentscheidbarkeit von L(E) folgt dann mit Satz 15.2 und
der Beobachtung, dass

L(E) = L(E)NCODE.
O

Im folgenden wenden wir nochmals Diagonalisierung an, um eine Liicke in unserem
Wissen tiber formale Sprachen zu schliefsen. Wir zeigen, dass die Typ 1-Sprachen eine
echte Teilmenge der Typ 0-Sprachen sind.

Satz 15.13
L1 C L.

Beweis. Es sei

o Go,Gy,... eine effektive (d.h. mit TM machbare) Aufzéhlung aller monotonen
Grammatiken mit Terminalalphabet ¥ = {a, b}

e und wy, wy, ... eine effektive Aufzdhlung aller Worter iiber X.
Wir definieren nun L C {a,b}* als
L={w;|1>0Aw; ¢ L(G;)} (Diagonalisierung!).
e [ ist Turing-erkennbar und damit aus Ly. In der Tat ist L sogar entscheidbar: bei
Eingabe w kann eine DTM
— durch Aufzéhlen der wg, w1, ... den Index ¢ mit w = w; bestimmen
— durch Aufzdhlen der Gy, Gy, ... dann auch die Grammatik G; konstruieren

— dann das Wortproblem fiir w; € L(G;) fiir Typ 1-Sprachen entscheiden (siehe
Satz 12.7)
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e [ ist nicht kontextsensitiv. Anderenfalls gibe es einen Index k mit L = L(Gy).
Nun ist aber

wg € L(Gg) gdw. wg € L (denn L(Gy) = L)
gdw. wy ¢ L(Gy) (nach Def. L)

Widerspruch.
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16. Weitere unentscheidbare Probleme

Die bisher als unentscheidbar nachgewiesenen Probleme bezichen sich allesamt auf (se-
mantische) Eigenschaften von Turingmaschinen bzw. von Programmen. Derartige Pro-
bleme spielen im Gebiet der automatischen Programmverifikation eine wichtige Rolle.
Es gibt aber auch eine grofe Zahl von unentscheidbaren Problemen, die (direkt) nichts
mit Programmen zu tun haben. In diesem Abschnitt betrachten wir einige ausgewéhlte
Probleme dieser Art.

Das folgende von Emil Post definierte Problem ist oft sehr niitzlich, um mittels Reduktion
die Unentscheidbarkeit weiterer Probleme zu zeigen.

Definition 16.1 (Postsches Korrespondenzproblem)

Eine Instanz des Postschen Korrespondenzproblems (PKP) ist gegeben durch eine end-
liche Folge

P=(z1,y), - (Th; Y)
von Wortpaaren mit x;,y; € X%, fiir ein endliches Alphabet X.
Eine Lésung des Problems ist eine Indezfolge iy, ..., %, mit
e m >0 und
o i;c{l,... .k},

so dass gilt: x;, -2, =i, - Vi, -

Beispiel:
1) P, = (a,aaa), (abaa,ab), (aab,b)
hat z.B. die Folgen 2, 1 und 1, 3 als Lésungen

abaala alaab
ablaaa aaalb

und damit auch 2, 1, 1, 3 sowie 2, 1, 2, 1, 2, 1, ...
2) P, = (ab,aba), (baa,aa), (aba, baa)

hat keine Losung: jede Losung miisste mit dem Index 1 beginnen, da in allen
anderen Paaren das erste Symbol von x; and y; verschieden ist. Danach kann man
nur mit dem Index 3 weitermachen (beliebig oft). Dabei bleibt die Konkatenation
Yi, -+ Yi,, stets langer als die Konkatenation z;, - - - z;

Um die Unentscheidbarkeit des PKP zu zeigen, fithren wir zunéchst ein Zwischenproblem
ein, das modifizierte PKP (MPKP):

Hier muss fiir die Losung zusétzlich 73 = 1 gelten, d.h. das Wortpaar, mit dem man
beginnen muss, ist festgelegt.

Lemma 16.2
Das MPKP kann auf das PKP reduziert werden.
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Beweis. Es sei P = (x1,11), ..., (zk, yx) eine Instanz des MPKP tiber dem Alphabet .
Es seien #,$ Symbole, die nicht in ¥ vorkommen.

Wir definieren die Instanz P des PKP iiber & = X U {#, $} wie folgt:

P = (ZE6, yé))v (13/1, y/1)7 SR (l’;, y;c)a (I;chl? y;chl)?
wobei gilt:

o Fiir 1 <1 <k entsteht x} aus z;, indem man hinter jedem Symbol ein # einfiigt.
Ist z.B. x; = abb, so ist x} = a#b#b#.

7

e Fiir 1 < <k entsteht y. aus y;, indem man vor jedem Symbol ein # einfiigt.
o 1) = #z} und y == v}
o u) =% und y = #3

Offenbar ist die Reduktion berechenbar. Es bleibt zu zeigen, dass gilt:
,Das MPKP P hat eine Losung.” gdw. ,Das PKP P hat eine Losung.

»=" Wenn i1, ..., %, Losung fir das MPKP P, dann muf ¢; = 1 sein. Man tiberpriift
leicht, dass dann 1,45+ 1,...,4,, + 1,k + 2 eine Losung fiir das PKP P ist (beachte: wir
beginnen die Zahlung der Paare immer bei 1, der Index 1 meint im Fall von P also das
Paar (x(, y;)).

,<=" Sei iy, ..., 1, Losung fir das PKP P. Dann ist 11 = 1 weil in allen Paaren aufser dem
ersten die Worter 24, y; mit unterschiedlichen Symbolen beginnen. Aufserdem muf es ein
e {1,...,m} geben mit i, = k + 2 weil vor Anwendung des Paares k + 2 die linke Kon-
katenation x; 27, - -2} immer mit # Ende, die rechte Konkatenation y; «i, - --y; jedoch
nicht. Sei ¢ minimal mit dieser Eigenschaft. Man priift leicht, dafs 1,45 — 1,... 4,1 — 1

Losung fiir das MPKP P ist. O]

Beispiel:
P = (a,aba), (bab, b) ist als MPKP lésbar mit Losung 1, 2. Die Sequenz 2,1 liefert zwar
identische Konkatenationen, ist aber im MPKP nicht zuldssig. Die Konstruktion liefert:

~ (26, ¥o) (27, 1) (25,95)  (73,15)
P = (#a#, #a#bi#ta), (a#, #a#bita), (b#a#bit, #b), (5, #8)

Die Losung 1, 2 von P liefert die Losung 1, 3, 4 von P

#aFf b#tastbHE (S
#a# b#a|#b|#5
Die Sequenz 2,1 liefert keine Losung von P wegen der Verwendung des #-Symbols muss

jede Losung von P mit Index 0 anfangen. Dies entspricht wie gewiinscht Losungen von
P, die mit Index 1 beginnen.

Waire daher das PKP entscheidbar, so auch das MPKP. Um die Unentscheidbarkeit des
PKP zu zeigen, geniigt es also zu zeigen, dass das MPKP unentscheidbar ist.
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Lemma 16.3

Das Halteproblem kann auf das MPKP reduziert werden.

Beweis. Gegeben sei eine DTM M =

(@Q,2, T, q0,A, F) und ein Eingabewort w € ¥*.

Wir miissen zeigen, wie eine TM eine gegebene Eingabe M, w in eine Instanz Py, des

MPKP {iberfiihren kann, so dass gilt:

M halt auf Eingabe w gdw. P, hat eine Losung.

Wir verwenden fiir das MPKP Py, das Alphabet I' U Q U {#} mit # ¢ ' U Q. Das
MPKP Py, besteht aus den folgenden Wortpaaren:

1) Anfangsregel:

2) Kopierregeln:

(#7 #QOw#)

(a, a) fiir alle a € T'U {#}

3) Ubergangsregeln:

)
)
)
(#4a, #qﬁa)
(q#, q'd'#)
(q#, d'd#)
(ba#, q'ba’#)
(#a#, #dbd#)

4) Loschregeln:

falls (¢,a,d’,n,q¢') € A
falls (¢, a,d’,r,q') € A
falls (q,a,d’,1,¢') € Aund b e
falls (¢,a,d’,1,q") € A
falls (¢, p,a’,n,q) € A
falls (q, p,d',r,q") €
falls (¢, b,ad',1,q') €
(

falls (q, p,d’,1,q") €

(aq,q) und (qa, q) fiir alle @ € I" und ¢ € @ Stoppzustand

(O.B.d.A. hinge in M das Stoppen nur vom erreichten Zustand, aber nicht vom
gerade gelesenen Bandsymbol ab; ein Stoppzustand ist dann ein Zustand ¢, so dass
die TM in ¢ bei jedem gelesenen Symbol anhélt.)

5) Abschlussregel:

(q##, #) fiir alle ¢ € Q mit ¢ Stoppzustand

Falls M bei Eingabe w hélt, so gibt es eine Berechnung

koFar kv Far -

Far ke

mit ky = gow und k; = uqv mit ¢ Endzustand.
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Daraus kann man eine Lésung des MPKP bauen. Zunéchst erzeugt man

HhottkidFkadf ... #
FhotrkiFFhadf - . . 7R

e Dabei beginnt man mit (#, #ko#).

— Durch Kopierregeln erzeugt man die Teile von ky und k;, die sich nicht un-
terscheiden.

— Der Teil, der sich unterscheidet, wird durch die entsprechende Ubergangsregel
realisiert.

z.B. (¢q,a,d’,7,¢") € A und ky = pqabp
#alq alb|b|#
#aqabb#lald ¢[b]b]#

Man erhalt so:

#rkotF
ko k17F

e Nun macht man dies so weiter, bis die Stoppkonfiguration k; mit Stoppzustand
q erreicht ist. Durch Verwenden von Loschregeln und Kopierregeln loscht man
nacheinander die dem Stoppzustand benachbarten Symbole von k;, z.B.:

- #ad| bl bl
- #a qb #£|q|bl#]q|#
e Danach wendet man die Abschlussregel an:
- FEla# #
N kv
Umgekehrt zeigt man leicht, dass jede Losung des MPKP einer haltenden Folge von
Konfigurationsiibergéngen entspricht, welche mit ky beginnt:

e Man muss mit kg beginnen, da wir das MPKP betrachten.

e Durch Kopier- und Ubergangsregeln kann man die erzeugten Wérter offensichtlich
nicht gleich lang machen.

e Daher muss ein Stoppzustand erreicht werden, damit Losch- und Abschlussregeln
eingesetzt werden konnen.

]

Da das Halteproblem unentscheidbar ist, folgt die Unentscheidbarkeit des MPKP und
damit (wegen Lemma 16.2) die Unentscheidbarkeit des PKP.

Satz 16.4
Das PKP ist unentscheidbar.
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Wir verwenden dieses Resultat, um Unentscheidbarkeit von Problemen fiir kontextfreie
und kontextsensitive Sprachen nachzuweisen. Wir zeigen zunéchst:

Lemma 16.5

Das Schnitt-Leerheitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist unentscheidbar, d.h. ge-
geben zwei kontextfreie Grammatiken Gy, Gy ist nicht entscheidbar, ob gilt:

L(Gy) N L(Gs) = 0.

Beweis. Wir reduzieren das PKP auf das Komplement des Schnitt-Leerheitsproblems,
d.h. wir zeigen:

Zu jeder gegebenen Instanz P des PKP kann eine TM kontextfreie Grammatiken Gg,), Gg)

konstruieren, so dass gilt:
P hat Losung  gdw. L(GY) N L(GY) £ 0.
Da das PKP unentscheidbar ist und ein Problem entscheidbar ist gdw. sein Komplement
entscheidbar ist, folgt die Aussage des Lemmas.
Es sei P = (x1,y1),--., (%, yr). Wir definieren Gg? = (N, %, B, S)) mit
o Ny = {5},
e ¥ =XU{l,...,k} und

Gg) wird entsprechend definiert. Es gilt:
LGy ={zs, . wi i iy | m > 1,05 € {1,... k}}

LGy ={yi, . wiyim. i | m>10€{1,... k}}

Daraus folgt nun unmittelbar:

L(GY) N L(GY) # 0
gd_W ElmZ]_ElZl,,Zme{l,,kf}mzll‘zmlmllzyzlyzmlle
gdw. P hat Losung. O]

Beachte, dass man das Schnitt-Leerheitsproblem fiir kontextfreie Sprachen nicht einfach
auf das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Sprachen reduzieren kann, denn die kontext-
freien Sprachen sind nicht unter Schnitt abgeschlossen.

Wir wissen jedoch bereits, dass jede kontextfreie Sprache auch kontextsensitiv ist und
dass die kontextsensitiven Sprachen unter Schnitt abgeschlossen sind (Satz 12.6). Daraus
folgt der folgende Satz. Zur Erinnerung: monotone Grammatiken erzeugen die kontext-
sensitiven Sprachen.
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Satz 16.6

Fiir monotone Grammatiken sind das Leerheitsproblem und das Aquivalenzproblem un-
entscheidbar.

Beweis. Es existiert eine einfache Reduktion des Schnitt-Leerheitsproblems kontextfreier
Grammatiken auf das Leerheitsproblem monotoner Grammatiken: gegeben kontextfreie
Grammatiken G; und G, konstruiere monotone Grammatik G mit L(G) = L(Gy) N
L(G5) (zum Beispiel mittels Umweg iiber linear beschrinkte Automaten), entscheide

dann ob L(G) = 0.

Das Leerheitsproblem ist ein Spezialfall des Aquivalenzproblems, da
L(G) =0 gdw. L(G)= L(Gy) (Gyp: kontextsensitive Grammatik mit L(Gp) = ).
m

Zur Erinnerung: im Gegensatz zum Leerheitsproblem fiir kontextsensitive Sprachen hat-
ten wir gezeigt, dass das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Sprachen entscheidbar ist.
Das Aquivalenzproblem ist allerdings bereits fiir kontextfreie Sprachen unentscheid-
bar. Die hier gezeigten Unentscheidbarkeitsresultate gelten natiirlich auch fiir linear
beschréankte Automaten bzw. Kellerautomaten, da man mittels einer TM Grammatiken
in das entsprechende Automatenmodell iibersetzen kann (und umgekehrt).

Satz 16.7

Fiir kontextfreie Grammatiken ist das Aquivalenzproblem unentscheidbar.

Beweis.

1. Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Sprachen L(Gg)) und L(Gg) ) aus dem
Beweis von Lemma 16.5 durch deterministische Kellerautomaten akzeptiert werden
konnen.

2. Die von deterministischen Kellerautomaten akzeptierten kontextfreien Sprachen
sind (im Unterschied zu den kontextfreien Sprachen selbst) unter Komplement
abgeschlossen.

D.h. es gibt auch einen deterministischen Kellerautomaten und damit eine kon-
textfreie Grammatik fiir

L(GY)
(siehe z.B. [Wege93|, Satz 8.1.3).

g
I
N
3
Z,
[wry
B
o3
=

3. Es sei G die kontextfreie Grammatik mit L(
LG NLGE) =0 gdw. L(GY
gdw. L(GY

gdw. L(
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Weitere unentscheidbare Probleme

4. Wire also das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Grammatiken entscheidbar, so
auch

L(GE) N LGE) # 10
und damit das PKP.
O

An dieser Stelle haben wie die Entscheidbarkeit von Wortproblem, Leerheitsproblem
und Aquivalenzproblem fiir die verschiedenen in dieser Vorlesung behandelten Maschi-

nenmodelle und Grammatiktypen vollstandig geklart. Eine zusammenfassende Tabelle
findet sich in Anhang C.
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Semi-Entscheidbarkeit und Rekursive Aufzdhlbarkeit

17. Semi-Entscheidbarkeit und Rekursive
Aufzahlbarkeit

Wir betrachten die Semi-Entscheidbarkeit von Entscheidungsproblemen, die eine natiir-
liche Abschwéchung von Entscheidbarkeit darstellt, sowie den eng verwandten Begriff
der rekursiven Aufzadhlbarkeit. Dabei geht es um die Frage ob man, wenn ein Problem
L schon nicht entscheidbar ist, wenigstens einen Algorithmus finden kann, der

e auf positiven Eingaben stets terminiert (Semi-Entscheidbarkeit) bzw.

e alle (im allgemeinen unendlich viele) positiven Eingaben systematisch aufziahlt und
ausgibt (rekursive Aufzidhlbarkeit).

Wir werden sehen, dass dies fiir manche unentscheidbare Probleme méglich ist, fiir an-
dere aber nicht. Dadurch ergeben sich verschiedene Grade der Unlosbarkeit. Wir werden
auch einen Zusammenhang zur Erkennbarkeit von Sprachen mittels Turingmaschinen
herstellen und einige verbliebene Fragen beziiglich Typ 0- und Typl-Sprachen kléren.

Definition 17.1 (Semi-entscheidbar, rekursiv aufzéhlbar)
Eine Sprache L C ¥* heifst
1) semi-entscheidbar, falls es eine DTM gibt, die bei Eingabe w € ¥*
e terminiert, falls w € L ist
e nicht terminiert sonst.
Eine solche DTM nennen wir ein Semi-Entscheidungsverfahren fir L.

2) rekursiv aufzdihlbar, falls L von einer Aufzdhl-Turingmaschine aufgezihlt wird. Die-
se ist wie folgt definiert:

Eine Aufzdhl-Turingmaschine M ist eine DTM, die einen speziellen Ausgabezu-
stand gausgabe hat.

Eine Ausgabekonfiguration ist von der Form
UGAusgabe Wav Mit u,v € I, w € ¥ und a € '\ X.

Diese Konfiguration hat w als Ausgabe.

Die durch M aufgezahlte Relation ist

R ={w € ¥* | w ist Ausgabe einer Ausgabekonfiguration, die von M

ausgehend von Startkonfiguration gg b erreicht wird}.

Wir nennen M dann ein Aufzdhlverfahren fiir L.

Im Gegensatz zu einem Entscheidungsverfahren terminiert ein Semi-Entscheidungsver-
fahren also nur auf positiven Eingaben. In der Tat ist Terminierung ja sogar die verwende-
te Akzeptanzbedingung. Man tiberlegt sich leicht, dass eine Sprache L semi-entscheidbar
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ist gdw. L der Definitionsbereich einer berechenbaren einstelligen partiellen Funktion ist.
Beachte auch, dass es bei Aufzdhl-TMs erlaubt ist, dass dasselbe Wort mehrfach aufge-
zahlt wird.

Als Beispiel fiir die obigen Begriffe iiberlegen wir uns kurz, dass jede Typ 0-Sprache
sowohl semi-entscheidbar als auch rekursiv aufzahlbar ist. Sei G eine Typ 0-Grammatik.
Eine DTM M, die ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir L(G) ist, arbeitet bei Eingabe
von w wie folgt: verwalte eine Menge M von bereits abgeleiteten Wortern (die nicht
unbedingt Terminalworter sein miissen); starte mit M = {S} wobei S das Startsymbol
von G ist; fiilhre dann immer wieder folgenden Schritt aus: erzeuge alle Worter, die sich
aus Wortern in M in einem Schritt mit einer Regel aus G herleiten lassen und fiige alle
diese Worter zu M hinzu. Terminiere, sobald das Eingabewort w in M gefunden wird.

Die beschriebene DTM lésst sich leicht in ein Aufzéhlverfahren fiir L(G) umwandeln. Je-
des neue Wort, das aus den Wértern in M in einem Schritt hergeleitet werden kann wird
(per Ausgabezustand) ausgegeben wenn es ein Terminalwort ist; da es kein Eingabewort
w mehr gibt, entfallt der Test, ob dieses sich in M befindet.

Es ist kein Zufall, dass wir dasselbe Beispiel fiir Semi-Entscheidbarkeit und rekursi-
ve Aufziahlbarkeit verwenden. Das folgende Resultat zeigt den engen Zusammenhang
beider Begriffe und stellt zudem eine Verbindung zwischen Entscheidbarkeit und Semi-
Entscheidbarkeit her.

Satz 17.2

FEs sei L C X*.
1) L ist rekursiv aufzihlbar  gdw. L ist semi-entscheidbar.
2) Ist L entscheidbar, so auch semi-entscheidbar.

3) L ist entscheidbar gdw. L und L semi-entscheidbar sind.

Bewezs.

1) ,,=" Essei L rekursiv aufzdhlbar und M eine Aufzahl-DTM fiir L. Die Maschine
M’ die ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir L ist, arbeitet wie folgt:

e Sie speichert die Eingabe w auf zusétzliches Band
e Sie beginnt mit der Aufzihlung von L.

e Bei jeder Ausgabekonfiguration iiberpriift sie, ob die entsprechende Aus-
gabe mit w iibereinstimmt. Wenn ja, so terminiert M’. Sonst sucht sie
die néchste Ausgabekonfiguration von M.

e Terminiert M, ohne dass w ausgegeben wurde, so gehe in Endlosschleife.

M’ terminiert daher genau dann nicht, wenn w nicht in der Aufzdhlung vor-
kommt.
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<" Es sei M ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir L und
E* = {U)l, Wy, W3, . . }

Die Maschine M’ arbeitet wie folgt:
1) Fiihre einen Schritt der Berechnung von M auf Eingabe w; aus

2) Fiihre zwei Schritte der Berechnung von M auf Eingaben w; und ws aus
n) Fiihre n Schritte der Berechnung von M auf Eingaben wy, ..., w, aus

Terminiert M fiir eine dieser Eingaben, so gebe diese Eingabe aus und mache
weiter.

Beachte:

Man kann nicht M zunéchst auf Eingabe w; zu Ende laufen lassen, da M auf
w; nicht terminieren muss.

2) Eine DTM M, die L entscheidet, wird wie folgt modifiziert:
e hilt M in nicht-akzeptierender Stoppkonfiguration, so gehe in Endlosschleife.
e keine Anderung, wenn M in akzeptierender Stoppkonfiguration stoppt.
3) ,=" Ergibt sich aus 2) und 3).
<= Sind L und L semi-entscheidbar, so mit 1) auch rekursiv aufzéhlbar.

Fiir Eingabe w ldsst man die Aufziahl-DTMs M und M’ fiir L und L parallel
laufen (d.h. jeweils abwechselnd ein Schritt von M auf einem Band gefolgt
von einem Schritt von M’ auf dem anderen).

Die Eingabe w kommt in einer der beiden Aufzdhlungen vor:
weX =LUL

Kommt w bei M vor, so erzeuge Ausgabe a, sonst Ausgabe ¢.

]

Wir analysieren nun beispielhaft die Semi-Entscheidbarkeit einiger relevanter Probleme.
Ein wichtiges Hilfsmittel ist dabei eine universelle Turingmaschine U, die wie ein Inter-
preter fiir Programmiersprachen funktioniert und damit jede Turingmaschine simulieren
kann. U erhalt als Eingabe

e die Kodierung der zu simulierenden Turingmaschine M als Wort;

e das Eingabewort w, auf dem M simuliert werden soll.
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Genauer gesagt erhélt U als Eingabe das Wort code(M )###w, wobei code(M) die Ko-
dierung von M aus Kapitel 15 ist. Man kann leicht die kodierte DTM von ihrer Eingabe
w trennen: letztere findet sich nach dem zweiten ##+#-Block (denn der erste solche
Block befindet sich innerhalb von code(M)). Die universelle Turingmaschine akzeptiert
die Eingabe code(M)###w gdw. w von M akzeptiert wird. Wir betrachten der Ein-
fachheit halber Turingmaschinen tiber dem Eingabealphabet ¥ = {a,b}. Téten wir das
nicht, dann miisste das Eingabealphabet von U unendlich sein, damit alle Eingabeworter
w Teil der Eingaben code(M)###w fiir U sein konnen. Die Alternative ist, auch die
Worter w in der Eingabe fiir U zu kodieren.

Satz 17.3

Es gibt eine universelle DTM U diber 32, d.h. eine DTM mait der folgenden FEigenschaft:
Fiir alle DTM M und alle w € ¥* gilt:

U akzeptiert code(M)###w gdw. M akzeptiert w.

Beweis. U fithrt bei Eingabe code(M)###w die M-Berechnung
qow = ko bFar kv o ...
in kodierter Form aus, d.h. U erzeugt sukzessive Bandbeschriftungen
code(M )code(ky), code(M)code(ky), code(M)code(ks), ...
Wir brauchen also noch eine Kodierung von Konfigurationen als Warter:

code(a, ... a;,qja;,, ... a;) = bin(iy)# ... #bin(i)#bin(j)##bin(i 1 )# . .. #bin(i,)
Beachte, dass die Kopfposition durch ## gekennzeichnet ist und dass der aktuelle Zu-
stand unmittelbar links vom #+#-Marker reprasentiert ist.
Arbeitsweise von U bei Eingabe code(M )w:

e Wandle w in die Kodierung der Anfangskonfiguration, erzeuge also

code(M)##F#code(qgow).

e Simuliere die Schritte von M, ausgehend vom jeweiligen Konfigurationskode
.. #bin(j)##bin(i)# . .. (Zustand ¢;, gelesenes Symbol a;).
— Suche eine Transitionskodierung code(t) in code(M), die mit bin(j)#bin(7)
beginnt.
— Falls es so ein code(t) gibt, &ndere die Konfigurationskodierung entsprechend ¢.

— Sonst geht U in Stoppzustand. Dieser ist akzeptierend gdw. bin(j) in der
Kodierung der Endzustandsmenge vorkommt.
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Es ist nicht schwer, die Schritte im Detail auszuarbeiten. Beachte allerdings, dass
jede dieser Schritte viele Einzelschritte von U erfordert. Um z.B. ein code(t) zu
finden, das mit bin(j)#bin(i) beginnt, muss man die aktuelle Konfiguration suk-
zessive mit jeder Transitionskodierung vergleichen. Jeder einzelne solche Vergleich
erfordert wiederholtes Hin- und Herlaufen zwischen der aktuellen Konfiguration
und dem gerade betrachteten code(t) (Vergleich Symbol fiir Symbol).

]

Wir werden nun die Semi-Entscheidbarkeit einiger Probleme und ihrer Komplemente
betrachten, beginnend mit dem Wortproblem.

Satz 17.4

Das Wortproblem fiir DTMs ist semi-entscheidbar, sein Komplement ist nicht semi-
entscheidbar.

Beweis.

1) Das Wortproblem ist semi-entscheidbar: Bei Eingabe von M und w starte die uni-
verselle Turingmaschine U auf code(M)###w. Wenn U akzeptiert, dann stoppe.
Wenn U anhélt und verwirft, gehe in Endlosschleife.

2) Das Komplement des Wortproblems ist nicht semi-entscheidbar: Folgt aus 1),
Punkt 3 von Satz 17.2 und der Unentscheidbarkeit des Wortproblems.

]

Satz 17.4 erlaubt uns, die letzte verbliebene Abschlusseigenschaft von Typ 0-Sprachen
zu kldren: den Abschluss unter Komplement. Zunéchst beobachten wir, dass die Semi-
Entscheidbarkeit von Sprachen und deren Erkennbarkeit durch Turingmaschinen &qui-
valent zueinander sind.

Bemerkung 17.5. FEine Sprache L ist semi-entscheidbar gdw. sie Turing-erkennbar ist:
e Turing-erkennbar = semi-entscheidbar

Wir koénnen mit Satz 11.6 0.B.d.A. annehmen, dass es eine DTM M gibt, die L
erkennt. Bei w ¢ L kann M in nicht-Endzustand halten, wohingegen ein Semi-
Entscheidungsverfahren nicht terminieren darf.

Modifikation: wenn M bei w ¢ L in nicht-Endzustand anhélt, dann gehe in End-
losschleife.

e semi-entscheidbar = Turing-erkennbar

Semi-Entscheidungsverfahren M fiir L kann bei w € L in beliebigem Zustand
anhalten, wohingegen es bei Turing-Erkennbarkeit ein Endzustand sein mufs.

Modifikation: wenn M bei w € L in nicht-Endzustand anhélt, dann wechsle in
einem Schritt in Endzustand (der keine Folgezusténde hat).
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Satz 17.6

Ly ist nicht unter Komplement abgeschlossen.

An dieser Stelle haben wie die Abschlusseigenschaften aller in dieser Vorlesung behan-
delter Sprachklassen vollstiandig geklart. Eine zusammenfassende Tabelle findet sich in
Anhang C.

Wir untersuchen nun das Leerheitsproblem in Bezug auf Semi-Entscheidbarkeit. Es stellt
sich heraus, dass es sich genau ,andersherum® verhélt als das Wortproblem: das Problem
selbst ist nicht semi-entscheidbar, sein Komplement aber schon.

Satz 17.7

Das Leerheitsproblem fiir DTMs st nicht semi-entscheidbar, sein Komplement ist semi-
entscheidbar.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 17.4 geniigt es, zu zeigen, dass das Komplement des
Leerheitsproblems semi-entscheidbar ist. Mit Satz 17.2 und der Unentscheidbarkeit des
Leerheitsproblems folgt dann, dass sein Komplement nicht semi-entscheidbar ist.

Das Semi-Entscheidungsverfahren fiir das Komplement des Leerheitsproblems verwendet
die universelle Turingmaschine U. Als zusétzliche Ingredienz ist es nicht schwer, eine Tu-
ringmaschine zu konstruieren, die bei Eingabe von code(M) eine Aufzahlung wy, ws, . ..
aller Worter iiber dem Eingabealphabet von M ausgibt.

Das Semi-Entscheidungsverfahren fiir das Leerheitsproblem geht nun wie folgt vor: auf
gegebener Eingabe M,

(1) fithre einen Schritt der Berechnung von M auf Eingabe w; aus,

(2) fithre zwei Schritte der Berechnung von M auf Eingaben w; und ws aus,

(n) fithre n Schritte der Berechnung von M auf den Eingaben wy, ..., w, aus,

Akzeptiert M eine der Eingaben, so terminiere (denn dann ist L(M) # )). Sonst fahre
fort. O

Das Wortproblem und das Leerheitsproblem fiir DTMs verhalten sich also unterschied-
lich beziiglich Semi-Entscheidbarkeit. Das Aquivalenzproblem zeigt wieder ein anderes
Verhalten: weder das Problem selbst noch sein Komplement sind semi-entscheidbar. In
diesem Fall kann man natiirlich nicht mehr wie in den Beweisen der Satze 17.4 und 17.7
argumentieren. Stattdessen nutzt man folgende Beobachtung, deren Beweis vollstédndig
analog zu Lemma 15.11 ist.
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Lemma 17.8

1) Ly < Ly und Ly semi-entscheidbar = Ly semi-entscheidbar.
2) Ly < Ly und Ly nicht semi-entscheidbar = Lo nicht semi-entscheidbar.

Satz 17.9

Das Aquivalenzproblem fiir DTMs ist nicht semi-entscheidbar, sein Komplement ist eben-
falls nicht semi-entscheidbar.

Beweis. Mit Lemma 17.8 geniigt es, zu zeigen, dass das (nicht semi-entscheidbare) Kom-
plement des Wortproblems auf das Aquivalenzproblem reduziert werden kann und auch
auf sein Komplement.

Zu diesem Zweck konstruieren wir fiir eine gegebene DTM M und Eingabe w fiir M eine
DTM M’, die sich wie folgt verhélt:

e M’ ersetzt die Eingabe durch w, verhélt sich dann wie M
e akzeptiert M, so akzeptiert auch M’; verwirft M, so geht M’ in Endlosschleife.
Dies liefert beide gewiinschte Reduktionen. Sei My eine feste DTM mit L(Mjp) = () und
My eine feste DTM mit L(My+) = ¥*. Es gilt:
wé¢ L(M) gdw. L(M')=10 gdw. L(M')= L(My)
we¢ L(M) gdw. L(M')#%* gdw. L(M') # L(Ms-+).

]

Diese Resultate zeigen, dass obwohl beide Probleme unentscheidbar sind, das Aquiva-
lenzproblem echt schwerer ist als das Wortproblem (und als das Leerheitsproblem). In
der Tat haben wir im Beweis von Satz 17.9 das Wortproblem auf das Aquivalenzproblem
reduziert, aber wegen Satz 17.4 und 17.9 ist die umgekehrte Reduktion nicht mdoglich.
Das ist es, was hier mit ,,echt schwerer” gemeint ist. Es gibt sogar unendliche Folgen von
(unentscheidbaren) Problemen Ly, Lo, ... so dass

L1§L2§L3§ und ngﬁLgﬁLl

Man spricht hier auch vom Grad der Unlosbarkeit oder vom Turing-Grad.

Wir werfen im Folgenden noch einen kurzen Blick auf dieses Thema. Dazu fithren wir
das interessante Konzept der Orakel-Turingmaschine ein, das sowohl in der Theorie der
Berechenbarkeit als auch in der Komplexitatstheorie von Nutzen ist.

Definition 17.10 (Orakel-Turingmaschine)

Eine Orakel-Turingmaschine (OTM) M ist eine DTM, die mit einem Orakel O C X*
ausgestattet ist. M hat

e cin zusatzliches Orakelband sowie
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e drei spezielle Zustande ¢-, ¢4, q..

Der Folgezustand von ¢, ist ¢, wenn das momentane Wort auf dem Orakelband in der
Orakelsprache O enthalten ist und ¢_ sonst. Kopfposition und Bandinhalte bleiben dabei
unveréndert. Ansonsten verhalten sich ¢, und ¢_ wie normale Zusténde.

Man beachte, dass die Orakelsprache O auch eine unentscheidbare Sprache sein kann. Das
Orakel liefert trotzdem in einem Schritt die gewiinschte Antwort. Eine OTM gleicht also
einem Gedankenexperiment: was wére moglich, wenn z.B. das Wortproblem fiir DTMs
entscheidbar wére? Orakel-Turingmaschinen liefern auch einen natiirlichen, alternativen
Reduktionsbegriff.

Definition 17.11 (Turing-reduzierbar)

Ly C ¥ ist Turing-reduzierbar auf Ly C ¥* wenn es eine OTM M mit L,-Orakel gibt,
die L, in folgendem Sinne [dst:

L(M) = Ly und M stoppt auf jeder Eingabe.

Wir schreiben dann L; <p L.

Man beachte den Unterschied zwischen Reduzierbarkeit im Sinne von Definition 15.9
und Turing-Reduzierbarkeit: Turing-Reduzierbarkeit von L; auf L, bedeutet intuitiv,
dass es ein Entscheidungsverfahren fiir I; gibt, wenn man ein Entscheidungsverfahren
fiir Lo hat und dieses beliebig oft und in beliebiger Weise als ,Subroutine verwenden
darf. Bei Reduzierbarkeit gemaft Definition 15.9, die wir zwecks Unterscheidung von
nun an many-one Reduzierbarkeit nennen, darf die Subroutine nur einmal am Schlufs
gerufen werden und ihr Ergebnis muss direkt zuriickgegeben werden (und darf z.B.
nicht Komplementiert werden). Wir sprechen in Definition 17.11 von Lésbarkeit statt
von Entscheidbarkeit, weil Losbarkeit mit OTMs natiirlich nicht mit Entscheidbarkeit
(mit DTMs) iibereinstimmt (die Orakelsprache kann ja unentscheidbar sein).

Es stellt sich die Frage, wie beide Reduktionsbegriffe zusammenhéngen. Es stellt sich
heraus, das many-one Reduzierbarkeit der feinere Reduktionsbegriff ist, in folgendem
Sinne.

Lemma 17.12

1) Fir alle Ly, Ly gilt: wenn Ly < Ly, dann Ly <p L
2) die Umkehrung von Punkt 1 gilt nicht.

Beweis. Fir Punkt 1 nehmen wir an, dass L; < Ly. Dann gibt es nach Definition von
many-one Reduzierbarkeit eine DTM M, die zu jeder Eingabe w eine Ausgabe f(w)
liefert, so dass w € L; gdw. f(w) € Lo. Modifiziere M so, dass f(w) stattdessen auf das
Orakelband geschrieben und dann ein L,-Orakel gerufen wird. Wir erhalten eine OTM
mit Lo-Orakel, die offensichtlich Lq 16st, also Ly <7 Ls.
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Fiir Punkt 2 iiberlegen wir uns zunichst, dass jede Sprache L auf ihr Komplement L
Turing-reduzierbar ist: gegeben Eingabe w fiir L, starte L-Orakel auf w, komplementiere
dann das Ergebnis. Wir wissen aber, dass beispielsweise das Leerheitsproblem nicht
many-one reduzierbar auf sein Komplement ist, denn sonst wére es mit Lemma 17.8
semi-entscheidbar. O

In der Theorie der Berechenbarkeit wurde der Raum unentscheidbarer Problem sowohl
beziiglich Turing-Reduktionen als auch beziiglich many-one Reduktionen intensiv stu-
diert. Hier beschrédnken wir uns darauf, eine unendliche Familie von Sprachen zu identi-
fizieren, die immer schwerer werden (bzgl. beider Arten von Reduktionen).

e Wy das Wortproblem fiir DTMs (als formale Sprache),
e 1V} das Wortproblem fiir DTMs mit Wy-Orakel,

e W5 das Wortproblem fiir DTMs mit W;-Orakel,

® USW.

Diese Probleme mogen recht esoterisch erscheinen. Sie sind jedoch vollkommen wohlde-
finiert und auch nicht “irrealer” als jedes andere wohldefinierte Problem.

Satz 17.13
Fiir alle i > 0 gilt: W; < Wiy aber Wiy Lo W

Beweis. Wir zeigen zundchst W; < W,.;. Um W; zu losen, konnen wir bei Eingabe von
(M, w)

1. eine OTM M’ mit W;-Orakel konstruieren, die ihre Eingabe auf das Orakelband
schreibt, das Orakel ruft, und das Ergebnis einfach zuriickgibt

2. dann M’ auf Eingabe (M, w) starten.

Das liefert offensichtlich many-one Reduktion von W; auf W, : gegeben Eingabe (M, w)
fiir W;, konstruiere Eingabe f(M,w) = (M', (M, w)) fir W;;.

Fiir den Beweis von Wi £r W; beschrianken wir uns auf eine Skizze. Sei W7, das
spezielle Wortproblem fiir OTMs mit W;-Orakel: gegeben eine (Kodierung von) OTM
M mit W;-Orakel, entscheide ob M die eigene Kodierung als Eingabe akzeptiert.

Es geniigt, zu zeigen: keine OTM mit W;-Orakel lost W7 ;. Denn wenn W, £ W;
gelten wiirde, dann gébe es per Definition von Turing-Reduzierbarkeit eine OTM M mit
W;-Orakel, die W; 16st; offensichtlich liefse sich M leicht auf W}, anpassen.

Der Beweis, dass W}, ; von keiner OTM mit W;-Orakel gelost wird ist exakt derselbe wie
fiir die Unentscheidbarkeit der urspriinglichen Wortproblems W,,. Wir geben hier nur eine
iibersicht und fordern den Leser auf, die Details nochmal selbsténdig nachzuvollziehen:

e man zeigt zundchst: das Komplement von W7 ; wird nicht von einer OTM mit
W;-Orakel gelost (die Komplementsprache implementiert Diagonalisierung);
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e dazu verwendet man denselben Widerspruchsbeweis, wie vorher (wenn es eine 16-
sende OTM gébe, so fiithrt ihr Start auf der eigenen Kodierung zu einem Wider-
spruch)

e also gibt es auch keine OTM mit W;-Orakel, die W, 16st, denn daraus konnte
man durch Vertauschen der Endzustinde mit den Nicht-Endzustéinden eine OTM
konstruieren, die das Komplement von W;_, 16st.

]

Der Beweis von Satz 17.13 zeigt, dass die Beweismethode Diagonalisierung auf Orakel
relativiert, also auch in Gegenwart von Orakeln funktioniert. Fiir den obigen Beweis ist
das von Vorteil. Es zeigt aber auch die Grenzen der Diagonalisierung auf. Man kann zum
Beispiel beweisen, dass das wichtige P vs. NP Problem der Komplexitatstheorie nicht
mittels Diagonalisierung gelost werden kann. Grund dafiir ist genau die beschriebene
Relativierung auf Orakel.
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V. Komplexitat

Einfihrung

In der Praxis geniigt es nicht zu wissen, dass eine Funktion berechenbar ist. Man inter-
essiert sich auch dafiir, wie grofs der Aufwand zur Berechnung ist. Aufwand bezieht sich
hierbei auf den Ressourcenverbrauch, wobei folgende Ressourcen die wichtigste Rolle
spielen:

Rechenzeit
(bei TM: Anzahl der Uberginge bis zum Halten)

Speicherplatz
(bei TM: Anzahl der benutzten Felder)

Beides soll abgeschatzt werden als Funktion in der Grifie der Fingabe. Dem liegt die
Idee zugrunde, dass mit groferen Eingaben iiblicherweise auch der Ressourcenbedarf
zum Verarbeiten der Eingabe wéchst.

Es ist wichtig, sauber zwischen der Komplexitit von Algorithmen und der von Problemen
zu unterscheiden.

Komplexitit eines konkreten Algorithmus/Programmes. Wieviel Ressourcen verbaucht
dieser Algorithmus? Derartige Fragestellungen gehoren in das Gebiet der Algorithmen-
theorie und werden hier nicht primar betrachtet.

Komplexitdt eines Entscheidungsproblems: Wieviel Aufwand bendtigt der ,beste” Algo-
rithmus, der ein gegebenes Problem 16st? Dies ist die Fragestellung, mit der sich die
Komplexitétstheorie beschiftigt. Wir setzen dabei wieder ,,Algorithmus® mit Turingma-
schine gleich.

Die Komplexitatstheorie liefert duferst wichtige Anhaltspunkte dafiir, welche Probleme
effizient 16sbar sind und welche nicht. Wir betrachten die klassische Komplexitétstheo-
rie, die sich immer am ,schlimmsten Fall (worst case)* orientiert, also an Eingaben mit
maximalem Ressourcenbedarf. Die worst case Annahme ist fiir viele praktische Anwen-
dungen relevant, fiir andere aber deutlich zu pessimistisch, da dort der schlimmste Fall
selten oder niemals vorkommt. Man kann auch den ,durchschnittlichen Fall (average
case) analysieren. Dies ist jedoch technisch anspruchsvoller und erfordert ein genaues
Verstéandnis davon, was ein durchschnittlicher Fall eigentlich ist. Auch in praktischen
Anwendungen ist es oft nicht einfach, eine formale Beschreibung davon anzugeben.
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18. Einige Komplexitatsklassen

Eine Komplexitatsklasse ist eine Klasse von Entscheidungsproblemen, die mit einer be-
stimmten ,Menge* einer Ressource gelost werden kénnen. Wir fiihren zunéchst ein all-
gemeines Schema zur Definition von Komplezititsklassen ein und fixieren dann eini-
ge fundamentale Zeit- und Platzkomplexitdtsklassen. Im Gegensatz zur Berechenbarkeit
ist es in der Komplexitatstheorie sehr wichtig, zwischen deterministischen und nicht-
deterministischen Turingmaschinen zu unterscheiden.

Zunéchst fithren wir formal ein, was es heift, dass der Aufwand durch eine Funktion der
Grofke der Eingabe beschrinkt ist.

Definition 18.1 (f(n)-zeitbeschrinkt, f(n)-platzbeschrinkt)

Es sei f : N — N eine Funktion und M eine DTM tiber 3.

1) M heifst f(n)-zeitbeschrinkt, falls fiir alle w € ¥* die Maschine M bei Eingabe w
nach < f(|w|) Schritten anhélt.

2) M heifst f(n)-platzbeschrankt, falls fiir alle w € ¥* die Maschine M bei Eingabe w
< f(Jw|) viele Felder des Bandes benutzt.

Auf NTM kann man die Definition dadurch iibertragen, dass die Aufwandsbeschrén-
kung fiir alle bei der gegebenen Eingabe mdglichen Berechnungen zutreffen muss. Be-
achte dass eine f(n)-zeitbeschrankte TM auf jeder Eingabe terminiert; fiir eine f(n)-
platzbeschrankte TM muf das nicht unbedingt der Fall sein.

Definition 18.2 (Komplexititsklassen)

DTIME(f(n)) := {L | es gibt eine f(n)-zeitbeschrankte DTM M mit L(M) = L}
NTIME(f(n)) := {L | es gibt eine f(n)-zeitbeschriankte NTM M mit L(M) = L}
DSPACE(f(n)) := {L | es gibt eine f(n)-platzbeschriankte DTM M mit L(M) = L}
NSPACE(f(n)) := {L | es gibt eine f(n)-platzbeschriankte NTM M mit L(M) = L}

Wegen der Bemerkung vor Definition 18.2 enthalten alle Komplexitétsklassen der Form
DTIME(f(n)) und NTIME(f(n)) nur entscheidbare Probleme. Man kann zeigen, dass das
auch fir alle Klassen der Form DSPACE(f(n)) und NSPACE(f(n)) gilt.

Im Folgenden beobachten wir einige elementare Zusammenhénge zwischen Komplexi-
tatsklassen.

Satz 18.3
1) DTIME(f(n)) € DSPACE(f(n)) € NSPACE(f(n))
2) DTIME(f(n)) € NTIME(f(n))
3) NSPACE(f(n)) € DTIME(2°¢M)) wenn f(n) von einer f(n)-zeitbeschrinkten DTM

berechnet werden kann.’

"'Wobei sowohl die Eingabe als auch die Ausgabe unir kodiert sind.
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Die Einschriankung in Punkt 3) von Satz 18.3 schliefst extreme Félle aus, zum Beispiel
Funktionen f(n), die nicht berechenbar sind. Alle fiir uns interessanten Funktionen wie
Polynome und exponentialfunktionen erfiillen die genannte Eigenschaft.

Beweis. Teile 1) und 2) folgen unmittelbar daraus, dass man in & Schritten héchstens k
Felder benutzen kann und jede DTM auch eine NTM ist.

Im Folgenden skizzieren wir den Beweis von Teil 3). Sei L € NSPACE(f(n)). Dann gibt
es eine f(n)-platzbeschrankte NTM M mit L(M) = L. Mittels der Konstruktion aus
dem Beweis von Satz 11.6 kénnten wir M in eine DTM M’ wandeln, so dass L(M) =
L(M"). Allerdings terminiert M’ nicht auf jeder Eingabe und ist daher nicht 20(()-
zeitbeschréankt. Wir brauchen also eine bessere Konstruktion.

Wir stellen dazu die Berechnungen von M auf Eingaben w der Lange n als gerichteten
Graphen dar, den sogenannten Konfigurationsgraph Garn, = (Varn, Enn), wobei

e Vs, die Menge der Konfigurationen von M mit Lange hochstens f(n) ist und

o FEy, diejenigen Kanten (k, k') enthélt, so dass &’ von & in einem Berechnungsschritt
erreicht werden kann.

Es ist nun offensichtlich, dass w von M akzeptiert wird gdw. in G, vom Knoten gyw
aus eine akzeptierende Stoppkonfiguration erreichbar ist (wenn also ein Pfad von M zu
einer solchen Konfiguration existiert).

Eine terminierende DTM M’ mit L(M') = L(M) kann also wie folgt vorgehen:
e Bei Eingabe w der Linge n, konstruiere Konfigurationsgraph Gy ,,;?
e iiberpriife, ob von gyw aus eine akzeptierende Stoppkonfiguration erreichbar ist.

Wir analysieren nun den Zeitbedarf von M’. Zunéchst schéitzen wir die Grofe von Gy ,.
Die Anzahl der Konfigurationen von M der Lénge < f(n) ist beschrénkt durch

akonfy (n) := |Q| - f(n) - [T

wobei |@Q)] die Anzahl der mdoglichen Zusténde beschreibt, f(n) die Anzahl der moglichen
Kopfpositionen und \F]f(") die Anzahl der moglichen Beschriftungen von Bandern der
Lénge f(n).

Man sieht nun leicht, dass |Viy,,| = akonfy,(n) € 2°¢®) (beachte, dass |Q| und |I'| Kon-
stanten sind, da sie nicht von der Eingabe abhingen) und damit auch |Ey;,,| € 200m).
Zudem ist es fiir eine DTM einfach, den Graph Gy, in Zeit 20(f(m) 71 konstruieren.
Es miissen danach noch < 20¢™) Erreichbarkeitstests gemacht werden (einer fiir jede
akzeptierende Stoppkonfiguration in Gjy,,), von denen jeder lineare Zeit (in der Grofe
des Graphen Gy,,) bendtigt. Insgesamt ergibt sich ein Zeitbedarf von 20, m

2Hierzu muf man zunichst f(n) berechnen; da f(n) von einer f(n)-zeitbeschrinkten DTM berechnet
werden kann, ist dies in der zur Verfiigung stehenden Zeit méoglich.
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Wir betrachten die folgenden fundamentalen Komplexitatsklassen:

Definition 18.4 (P, NP, PSpace, NPSpace, ExpTime)

P:= |J DTIME(p(n))
p Polynom in n
NP:= | J  NTIME(p(n))
p Polynom in n
PSpace:= | J  DSPACE(p(n))
p Polynom in n
NPSpace:= | J  NSPACE(p(n))
p Polynom in n
ExpTime:= | J  DTIME(2"™")

p Polynom in n

Aus Satz 18.3 ergibt sich sofort der folgende Zusammenhang zwischen diesen Klassen:
Korollar 18.5
P C PSpace

ol ol
NP C NPSpace C ExpTime

Wir werden spéater noch sehen, dass PSpace und NPSpace dieselbe Klasse sind, also
PSpace = NPSpace gilt. Daher betrachtet man die Klasse NPSpace in der Regel nicht
explizit. Mit obigem Korollar ergibt sich also folgendes Bild:

P C NP C PSpace C ExpTime.

Besonders wichtig sind die Komplexitatsklassen P und NP:

e Die Probleme in P werden im allgemeinen als die effizient [6sbaren Probleme an-
gesehen (engl. tractable, d.h. machbar), siehe auch Appendix A

e Im Gegensatz dazu nimmt man an, dass NP viele Probleme enthalt, die nicht
effizient losbar sind (engl. intractable)

Die Bedeutung der Komplexitatsklasse P ist dadurch hinreichend motiviert. Im Gegen-
satz dazu ist die Bedeutung von NP etwas schwieriger einzusehen, da nicht-deterministi-
sche Maschinen in der Praxis ja nicht existieren. Auch diese Klasse ist aber von grofser
Bedeutung, da

1. sehr viele natiirliche Probleme aus der Informatik in NP enthalten sind, von denen

2. angenommen wird, dass sie nicht in P (also nicht effizient 16sbar) sind.
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Wir betrachten hier drei typische Beispiele fiir Probleme in NP, die wir spéter noch
genauer analysieren werden. Das erste solche Problem ist das Erfiillbarkeitsproblem der
Aussagenlogik, fiir eine formale Definition siehe Appendix B. Dieses Problem représen-
tieren wir als Menge SAT aller erfiillbaren aussagenlogischen Formeln. Genauer gesagt
enthélt SAT nicht die Formeln selbst, sondern eine geeignete Kodierung als Worter. So
mufs man beispielsweise die potentiell unendlich vielen Aussagenvariablen 1, xs, ... mit-
tels eines endlichen Alphabetes darstellen. Von solchen Details, die leicht auszuarbeiten
sind, werden wir im Folgenden aber abstrahieren.

Lemma 18.6

SAT € NP.

Beweis. Die NTM, die SAT in polynomieller Zeit entscheidet, arbeitet wie folgt:

e Die Variablen in der Eingabeformel ¢ seien x4, . . ., z,. Schreibe nicht-deterministisch
ein beliebiges Wort u € {0,1}* der Lénge n hinter die Eingabe auf das Band

e Betrachte u als Belegung mit x; — 1 gdw. das i-te Symbol von u eine 1 ist.

Uberpriife nun deterministisch und in Polynomialzeit, ob diese Belegung die Formel
p erfiillt (man iiberlegt sich leicht, dass dies tatséchlich moglich ist). Akzeptiere,
wenn das der Fall ist und verwirf sonst.

Die NTM akzeptiert ihre Eingabe gdw. es eine erfolgreiche Berechnung gibt gdw. die
Eingabe eine erfiillbar aussagenlogische Formel ist.

Man beachte, dass die Belegungen fiir ¢ genau den Berechnungen der NTM entsprechen.
Von beiden gibt es exponentiell viele, jede einzelne ist aber nur polynomiell grofs bzw.
lang. Daher ist polynomielle Zeit ausreichend. O]

Wir betrachten ein weiteres Problem in NP.
Definition 18.7 (CLIQUE)

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E') und eine Zahl k£ € N.
Frage: Besitzt G eine k-Clique, d.h. eine Teilmenge C' C V' mit
e fiir alle u # v in C gilt: {u,v} € F und
e |C|=k.
Also besteht CLIQUE aus all denjenigen Paaren (G, k), so dass der ungerichtete Graph

G eine k-Clique enthalt, geeignet représentiert als formale Sprache.

Lemma 18.8
CLIQUE € NP.

Beweis. Eine NTM, die CLIQUE in polynomieller Zeit entscheidet, konstruiert man ana-
log zum Beweis von Lemma 18.6: gegeben (G, k),
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e schreibe nicht-deterministisch eine Knotenmenge C' der Grésse k auf das Band
e iiberpriife deterministisch und in Polynomialzeit, ob C' eine Clique in G ist.

]

Als drittes Beispiel fiir ein Problem in NP sei das bekannte Traveling Salesman Problem
erwahnt.

Definition 18.9 (Traveling Salesman Problem (TSP))

Gegeben: Ein ungerichter Graph G = (V, E), eine Kostenzuweisung f: £ — N zu den
Kanten und Zielkosten k£ € N.

Frage: Gibt es eine Tour durch G mit Kosten maximal k, also eine Aufzéhlung uy, ..., u,
aller Knoten in V' so dass

1. {uj, w1} € E fiir 1 <i < n sowie {u,,u;} € F und
2. Z1§z‘§n f({uwi, uipa}) < k.

Intuitiv beschreiben die Knoten in G Stidte, die ein Handlungsreisender besuchen will.
Die Kanten in GG beschreiben Verbindungen zwischen Stédten und die Funktion f gibt
die Kosten dieser Verbindungen an. Gesucht ist nun eine giinstige Rundreise, bei der
jede Stadt genau einmal besucht wird und der Reisende zum Schlufs wieder am Aus-
gangspunkt ankommt.

Lemma 18.10
TSP € NP.

Beweis. Eine NTM, die TSP in polynomieller Zeit entscheidet, konstruiert man wieder
analog zum Beweis von Lemma 18.6: gegeben G = (V, E), f und k,

e schreibe nicht-deterministisch eine Aufzdhlung von V' auf das Band

e iiberpriife deterministisch und in polynomieller Zeit, ob die Bedingungen 1-3 aus
Definition 18.9 erfiillt sind.

[]

Algorithmen, wie sie in den Beweisen der Lemmas 18.6, 18.8 und 18.10 verwendet

wurden, formuliert man tiblicherweise mittels der Metapher des Ratens, zum Beispiel
fiir SAT:

e Bei Eingabe von Formel ¢ mit Variablen x4, ..., x,, rate Wahrheitsbelegung B fiir
Tly.v.y Ty

e Uberpriife deterministisch und in Polyzeit, ob B die Formel ¢ erfiillt.
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Die NTM akzeptiert also die Eingabe, wenn es mdglich ist, so zu raten, dass die Be-
rechnung erfolgreich ist (in akzeptierender Stoppkonfiguration endet). Man kann sich
vereinfachend vorstellen, dass die Maschine richtig rdt, sofern dies iiberhaupt moglich
ist. Man beachte aber, dass eine polyzeitbeschrénkte NTM nur ein polynomiell grofes
Wort raten kann und dass man deterministisch in Polyzeit priifen konnen mufs, ob richtig
geraten wurde. So ist es zum Beispiel mdoglich, zu raten, ob eine gegebene TM auf dem
leeren Band anhélt, aber es ist dann nicht mdoglich zu iiberpriifen, ob richtig geraten
wurde.

Man mag sich fragen, ob es sinnvoll ist, die Komplexitétsklassen P und NP basierend auf
Turingmaschinen zu definieren. Konnte es nicht sein, dass man ein Problem in einer mo-
dernen Programmiersprache wie Java mit viel weniger Berechnungsschritten 16sen kann
als auf einer TM? Interessanterweise scheint das nicht der Fall zu sein: fiir alle bekannten
Berechnungsmodelle gilt, dass sie sich gegenseitig mit hdchstens polynomiellem Mehrauf-
wand simulieren kénnen. Dies fiihrt zu folgender Verscharfung der Church-Turing-These.

Erweiterte Church-Turing-These:

Fiir jedes “verniinftige und vollstindige” Berechnungsmodell gibt es ein Polynom p, so
dass gilt: jedes Problem, das in diesem Modell von einem f(n)-zeitbeschrinkten Algo-
rithmus entschieden werden kann, kann mittels einer p(f(n))-zeitbeschrinkten Turing-
maschine entschieden werden, und umgekehrt.

Die erweiterte Church-Turing-These hat denselben Status wie die urspriingliche Church-
Turing-These: sie bezieht sich auf formal nicht definierte Begriffe (wie “verniinftiges
Berechnungsmodell”) und kann daher nicht bewiesen werden. Sie wird dennoch als giiltig
angenommen, da bis heute kein Gegenbeispiel gefunden werden konnte.
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19. NP-vollstandige Probleme

Wegen P C NP enthélt NP auch einfach 16sbare Probleme. Es stellt sich also die Frage:
welche Probleme in NP sind schwierig, also nicht in polynomieller Zeit entscheidbar?
Bemerkenswerterweise hat auf diese Frage noch niemand eine wasserdichte Antwort ge-
funden:

e cs gibt sehr viele Probleme in NP, von denen man annimmt, dass sie nicht in

polynomieller Zeit zu 16sen sind (z.B. SAT, CLIQUE und TSP);

e dennoch konnte man bisher von keinem einzigen Problem in NP beweisen, dass es
nicht in P ist.

Es ist also im Prinzip nicht mal ausgeschlossen, dass die als schwierig vermuteten Pro-
bleme in NP sich doch als einfach herausstellen und daher gilt: P = NP. Daran glaubt
jedoch kaum jemand. Ein Beweis von P # NP steht aber nach wie vor aus. In der Tat
handelt es sich dabei um das beriihmteste offene Problem der theoretischen Informatik.

Um die schwierigen Probleme in NP von den einfachen abzugrenzen, obwohl nicht einmal
P # NP bekannt ist, behilft man sich mit der fundamentalen Idee der NP-Vollstindigket.
Intuitiv gehort jedes NP-vollstéandige Problem L zu den schwersten Problemen in NP, in
folgendem Sinne:

fiir jedes Problem L’ € NP gilt: das Losen von L' erfordert nur polynomiell
mehr Zeitaufwand als das Losen von L.

Insbesondere gilt fiir jedes NP-vollstandige Problem L: wenn L € P, ist jedes Problem
aus NP auch in P, es gilt also P = NP (was vermutlich nicht der Fall ist).

Um polynomiellen Mehraufwand zu formalisieren, verfeinern wir in geeigneter Weise den
Begriff der Reduktion.

Definition 19.1 (Polynomialzeitreduktion, <,)

1) Eine Reduktion f von L C ¥* auf L' C ¥* heilst Polynomialzeitreduktion, wenn es
ein Polynom p(n) und eine p(n)-zeitbeschréinkte DTM gibt, die f berechnet.

2) Wenn es eine Polynomialzeitreduktion von L auf L' gibt, dann schreiben wir
L<, L.

Der Beweis dieses Lemmas #hnelt dem Beweis von Lemma 19.3 und wird als Ubung
gelassen. Wir definieren nun die zentralen Begriffe dieses Kapitels.
Definition 19.2 (NP-hart, NP-vollstindig)

1) Eine Sprache L heift NP-hart wenn fiir alle L' € NP gilt: L' <, L.

2) L heifst NP-vollstindig wenn L € NP und L ist NP-hart.

Das folgende Lemma ist der Grund, warum die Aussage ,,L ist NP-vollstandig” ein guter
Ersatz fiir die Aussage ,,L ¢ P“ ist, solange P # NP nicht bewiesen ist.
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Lemma 19.3
Fiir jede NP-vollstindige Sprache L gilt: wenn L € P, dann P = NP.

Beweis. Sei L NP-vollsténdig und L € P. Zu zeigen: NP C P. Wegen der NP-Vollstéandigkeit
von L gilt L' <, L fiir jedes L' € NP. Es geniigt also, zu zeigen:

L' <, L und L € P impliziert L' € P.

Sei f Reduktion von L’ auf L, berechenbar in Zeit p(n) und M g(n)-zeitbeschrinkte
DTM, die Ly entscheidet, wobei p() und ¢() Polynome sind. Man erhélt eine DTM M/,
die L’ entscheidet, indem man zunéchst f(w) berechnet und dann M auf f(w) startet.
M’ arbeitet in polynomieller Zeit:

e p(|w|) zum Berechnen von f(w);

e wir konnen O.B.d.A. annehmen, dass |f(w)| < p(|w|);* Der Lauf von M benétigt
dann Zeit q(p(|w])).

Zeitbedarf insgesamt also p(Jw|) + q(p(|w])). O

Es ist zunédchst nicht unmittelbar klar, warum NP-vollstdndige Probleme iiberhaupt
existieren sollten. Uberraschenderweise stellt sich aber heraus, dass es sehr viele solche
Probleme gibt. Ein besonders wichtiges ist das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik.
Das folgende sehr bekannte Resultat wurde unabhéngig voneinander von Cook und Levin
bewiesen.

Satz 19.4
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass SAT € NP. Es bleibt also, zu beweisen, dass
SAT NP-hart ist. Mit anderen Worten: wir miissen zeigen, dass jedes Problem L € NP
polynomiell auf SAT reduzierbar ist. Allen diesen Probleme gemeinsam ist, dass sie
(per Definition von NP) als das Wortproblem einer polynomiell zeitbeschrénkten NTM
aufgefasst werden konnen.

Sei also M eine p(n)-zeitbeschrankte NTM, mit p(n) Polynom. Unser Ziel ist, fiir jede
Eingabe w eine AL-Formel ¢,, zu finden, so dass

1. w wird von M akzeptiert gdw. ¢, ist erfiillbar und
2. ¢, kann in polynomieller Zeit (in |w|) konstruiert werden.

Die Konstruktion von ¢,, beruht auf den folgenden Ideen. Jede Berechnung von M auf
Eingabe w = ag - - - a,_1 kann man wie folgt als Matrix darstellen:

3Im allgemeinen muss das nicht der Fall sein. Zum Beispiel konnte f; die Identitiit sein und p(n) die
konstante Nullfunktion. Man wéhlt dann einfach ein grofseres Polynom p.
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bl blasg | ai | |ana| bl | b
Bl | p b ar,q | | any | Bl | B

Jede Zeile der Matrix représentiert eine Konfiguration, wobei die oberste Zeile der Start-
konfiguration entspricht und die folgenden Zeile jeweils der Folgekonfiguration. Da An-
zahl der Zeilen ist also durch p(n) + 1 beschrdnkt und wir nummerieren die Zeilen von
0 bis p(n). Um eine Nummerierung der Spalten zu erhalten, weisen wir der Spalte, in
der in der ersten Zeile der Kopf steht, die Nummer 0 zu. Aufgrunf der Zeitbeschrankung
von p(n) sind die Spalten mit den Nummern —p(n), ..., p(n) ausreichend.

Diese Matrix lasst sich wiederum mittels polynomiell vieler Aussagenvariablen darstellen:
® B, zum Zeitpunkt ¢ ist Zelle ¢ mit a beschriftet
o [;;: zum Zeitpunkt ¢ ist der Kopf iiber Zelle 7
e 7, zum Zeitpunkt ¢ ist ¢ der aktuelle Zustand

wobei 0 <t < p(n), —p(n) < i < p(n), a € I' und ¢ € Q. Wenn beispielsweise in der
Startkonfiguration die Zelle 3 mit dem Symbol a beschriftet ist, so wird dies dadurch
reprasentiert, dass By s — 1 und By 30 — 0 fiir alle b € I'\ {a}.

Die fiir die Eingabe w konstruierte Formel ¢, verwendet die obigen Variablen. Wir
werden ,, so konstruieren, dass erfiillende Belegungen von ¢,, genau den akzeptierenden
Berechnungen von M auf w entsprechen. Genauer ist ¢, eine Konjunktion, die aus den
folgenden Konjunkten besteht:

(i) Die Berechnung beginnt mit der Startkonfiguration fiir w = ay - - a,:

Yini = Zgy0 N\ Koo N /\ Ba,io A /\ Byio N /\ By -

0<i<n n<i<p(n) —p(n)<i<0

(ii) Die Ubergangsrelation wird respektiert:

77bmove = /\ /\ /\ ( (Ba,i,t A Ki,t A Zp,t) —

0<t<p(n) —p(n)<i<p(n)acl',q€Q kein Stoppzustand

\/ (Ba iyt AN Knigiy o1 A Zg 1) )

(g,a,a’ ,M,q")EA so dass —p(n)<M (i)<p(n)

wobei M € {r,¢,n}, r(i) =i+ 1, (i) =i—1und n(i) =1

Wir nehmen hier wieder 0.B.d.A. an, dass das Stoppen nur vom Zustand, aber nicht vom
gelesenen Symbol abhéngt (es macht daher Sinn, von Stoppzustinden zu sprechen).
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(iii) Zellen, die nicht unter dem Kopf sind, &ndern sich nicht:

wkeep = /\ /\ ( (_‘ it A Ba,i,t) — Ba,i,tJrl )

0<t<p(n) —p(n)<i<p(n) acl’

(iv) Die Eingabe wird akzeptiert:

77ZJaCC = /\ /\ Vgt

g€Q\F Stoppzustand 0<t<p(n)

Es geniigt hier nicht, zu fordern, dass ein akzeptierender Stoppzustand vorkommt da
sonst unerwiinschte Belegungen der folgenden Form moglich wéren: eine verwerfende
Berechnung von M, die weniger als die maximal moglichen p(n) Schritte macht, gefolgt
von einer Konfiguration mit akzeptierendem Stoppzustand, obwohl M gar keine weiteren
Schritte macht.

(v) Bandbeschriftung, Kopfposition, Zustand sind eindeutig und definiert:

waux = /\ _‘<Zq,t A Zq’,t) A /\ _‘(Ba,i,t A Ba’,i,t) A /\ _'(Ki,t A Kj,t)

t,9,9' ,q#q’ ti,a,a’ ,a#a’ 1,3,5,i#]
AV Zi AN\ N Eiah \ ANV Baie
t q t 7 t i a

Hierbei lauft ¢ jeweils implizit iiber 0..p(n), ¢ und ¢ laufen iber ¢, i und j iiber
—p(n)..p(n), sowie a und o’ tiber I

Setze nun
Pw = Pini A ¥Pmove A Spkeep A Pace A Paux-

Man kann nun tiberpriifen, dass M die Eingabe w akzeptiert gdw. ¢,, erfiillbar. Idee:

“<" Wenn w von M akzeptiert wird, dann gibt es akzeptierende Berechnung
kotar ki bar - bar b
von M auf w. Erzeuge daraus in der offensichtlichen Weise eine Belegung fiir die
Variablen B, K;; und Z,;, zum Beispiel:
B+ — 1 wenn die i-te Zelle in k; mit a beschriftet ist.

Wenn m < p(n) (die Berechnung endet vor der maximal moglichen Anzahl von
Schritten), dann verlingere die Folge ko, k1, . .., km zuvor zu ko, ki, . . ., k@) durch
p(n) — m-maliges Wiederholen der Konfiguration k,,.

Indem man alle Konjunkte von ¢,, durchgeht, iiberpriift man, dass die erhaltene
Belegung ¢, erfiillt. Also ist ¢,, erfiillbar.
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“=" Aus einer Belegung der Variablen B,;;, K;;, Z,;, die ¢, erfiillt, liest man eine
Konfigurationsfolge ko Fyr k1 Far -+ Far kp, ab, zum Beispiel:

Die i-te Zelle in k; wird mit a beschriftet wenn B, ;; — 1.

Die Konfigurationsfolge endet, sobald ein Stoppzustand abgelesen wurde. Unter
Verwendung der Tatsache, dass die Belegung alle Konjunkte von ¢,, erfiillt, kann
man nun zeigen, dass es sich bei der abgelesenen Konfigurationsfolge um eine
akzeptierende Berechnung von M auf w handelt.

]

Analog zu unserem Vorgehen bei der Unentscheidbarkeit erhalten wir weitere NP-harte
Probleme durch polynomielle Reduktion von bereits als NP-hart nachgewiesenen Pro-
blemen wie SAT. Um das zu zeigen, beobachten wir zunéchst:

Lemma 19.5
Wenn Ll Sp L2 und L2 Sp Lg, dann Ll Sp Lg.

Beweis. Man erhélte eine Polynomialzeitreduktion von L; auf L3, indem man Polyno-
mialzeitreduktionen f; von L; auf Ly und f; von Ly auf Lz komponiert, also fy(f;(w))
berechnet, vergl. Beweis von Lemma 19.3. O]

Die erwahnten NP-Hértebeweise mittels Reduktion beruhen auf Punkt 2) des folgen-
den Satzes, der die wichtigsten Zusammenhénge von NP und Polynomialzeitreduktionen
zusammenfasst.

Satz 19.6

1) Ist Ly € NP und gilt Ly <, Lo, so ist auch Ly in NP.
2) Ist Ly NP-hart und gilt Ly <, Lo, so ist auch Ly NP-hart.

Bewezs.

1) Wegen L, € NP gibt es eine polynomialzeitbeschrankte NTM M, die Ly akzeptiert.
Wegen Ly <, L, gibt es eine Polynomialzeitreduktion f von L; auf L,. Die poly-
nomialzeitbeschrankte NTM fiir L; berechnet zunéchst f(w) und startet dann M.

2) Sei Ly NP-hart und Ly <, L,. Wahle ein L € NP. Wir miissen zeigen, dass L <,, L.

Da Ly NP-hart, gilt L <, L;. Mit L; <, Ly und Lemma 19.5 folgt wie gewtinscht
L <, L.

O
Mit Punkt 2) von Satz 19.6 kann man also die NP-Hérte eines Problems L nachweisen,

indem man eine Polynomialzeitreduktion eines bereits als NP-vollstéandig bekannten Pro-
blems wie SAT auf L findet. Dies wollen wir im folgenden an einigen Beispiele illustrieren.
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Wie beginnen mit einem Spezialfall von SAT, bei dem nur aussagenlogische Formeln ei-
ner ganz speziellen Form als Eingabe zugelassen sind. Das dadurch entstehende Problem
3SAT spielt eine wichtige Rolle, da es oft einfacher ist, eine Reduktion von 3SAT auf ein
gegebenes Problem L zu finden als eine Reduktion von SAT.

Definition 19.7 (3SAT)

Eine 3-Klausel ist von der Form /(1 V 5 V ¢3, wobei /; eine Variable oder eine negierte
Variable ist. Eine 3-Formel ist eine endliche Konjunktion von 3-Klauseln. 3SAT ist das
folgende Problem:

Gegeben: eine 3-Formel ¢.
Frage: ist ¢ erfiillbar?

Satz 19.8
3SAT ist NP-vollstindig.

Bewezs.

1) 3SAT € NP folgt unmittelbar aus SAT € NP, da jedes 3SAT-Problem eine aussa-
genlogische Formel ist.

2) Es sei ¢ eine beliebige aussagenlogische Formel. Wir geben ein polynomielles Ver-
fahren an, das ¢ in eine 3-Formel ¢’ umwandelt, so dass gilt:

@ erfiillbar  gdw. ¢ erfiillbar.
Beachte:

Es ist nicht gefordert, dass ¢ und ¢’ im logischen Sinne dquivalent sind, also von
denselben Belegungen erfiillt werden.

Die Umformung erfolgt in mehreren Schritten, die wir am Beispiel der Formel
_|(([E1 N _|Z‘3) V (L’Q)

veranschaulichen.

Wir stellen diese Formel als Baum dar:
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1. Schritt: Wende wiederholt die de Morgan’schen Regeln an und eliminiere dop-
pelte Negationen, um die Negationszeichen zu den Bléattern des Baumes zu
schieben.

Dies ergibt den folgenden Baum (die Beschriftung yo,y; wird im néchsten

%

Schritt erklért):

2. Schritt: Ordne jedem inneren Knoten eine neue Variable aus {yo,v1,...} zu,
wobei die Wurzel y, erhalt.

Intuitiv repréasentiert jede Variable y; die Teilformel von ¢, an dessen Wurzel
sie steht. Zum Beispiel reprasentiert vy, die Teilformel —xy V x3.

3. Schritt: Fasse jede Verzweigung (gedanklich) zu einer Dreiergruppe zusammen:
N

JONC

Jeder Verzweigung der Form
u
f\ow
mit j € {A,V} ordnen wir eine Formel der folgenden Form zu:

(ue (vjw)

Diese Formeln werden nun konjunktiv mit y, verkniipft, was die Formel ¢,
liefert.

Im Beispiel ist ¢ :
Yo A (Yo & (y1 A —22)) A (11 & (21 V 73))

Die Ausdriicke ¢ und ¢y sind erfillbarkeitsdquivalent, denn:

Eine erfiillende Belegung fiir ¢ kann zu einer fiir ¢; erweitert werden, indem
man die Werte fiir die Variablen y; durch die Auswertung der entsprechenden
Teilformel bestimmt, z.B.:
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ry =
4]
T3
n

I
— = = O

Umgekehrt ist jede erfiillende Belegung fiir ¢, auch eine fiir ¢. Genauer gesagt
kann man von den Bléttern zu den Wurzeln alle Variablen y; betrachten und
jeweils zeigen: der Wahrheitswert von y; stimmt mit dem Wahrheitswert der
von y; reprasentierten Teilformel {iberein. Da jede Belegung, die ¢ erfiillt, y,
wahr machen muss, erfiillt jede solche Belegung dann auch .

4. Schritt: Jedes Konjunkt von ¢; wird separat in eine 3-Formel umgeformt:

as (bVe)~ (maVv (bVe)A(=(bVe)Va)
~ (maVOVe)A(=bVa)A(—eVa)
~ (maVbhVe)AN(=bVaVa)A(—cVaVa)

as (bAc)~ (maV (bAc)A(=(bAc)Va)
~> (ma V) A (maVe)A(=bV eV a)
~> (2a VOV D) A (maVeVe)A(=bV —ceVa)

Insgesamt erhilt man eine 3-Formel, die dquivalent zu ¢; und damit wie
gewiinscht erfiillbarkeitsiquivalent zu ¢ ist.

Beachte:
Jeder Schritt kann offensichtlich deterministisch in polynomieller Zeit durch-
gefiihrt werden. ]

Wir verwenden nun 3SAT, um zwei weitere Probleme als NP-vollstdndig nachzuweisen.
Dabei wahlen wir exemplarisch ein graphentheoretisches Problem und ein kombinatori-
sches Problem auf Mengen. Bei dem graphentheoretischen Problem handelt es sich im
CLIQUE, von dem wir ja bereits nachgewiesen haben, dass es in NP liegt.

Satz 19.9
CLIQUE st NP-vollstindig.

Beweis. Es bleibt, zu zeigen, dass CLIQUE NP-hart ist. Zu diesem Zweck reduzieren wir
3SAT in polynomieller Zeit auf CLIQUE.

Sei also
Ky Km
® = zgu V 612 V 613)‘/\ N (gml V £m2 V gmg)‘
eine 3-Formel, mit ¢;; € {z1,..., 2z, } U{~z1,..., "2, }.
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Wir miissen zeigen, wie man in polynomieller Zeit aus ¢ einen Graph G und eine Cli-
quengrofke k erzeugt, so dass ¢ erfiillbar ist gdw. GG eine k-Clique hat.

Dies macht man wie folgt:
o Vi ={@j)|1<i<mund1<j<3}
o E:={{(i,5), (5"} | i #i' und l;; # {1}, wobei

j_4 falls ¢ ==
|l x falls £f=-x

e k=m

Die Knoten von G entsprechen also den Vorkommen von Literalen in ¢ (wenn ein Literal
an mehreren Positionen in ¢ auftritt, so werden dafiir mehrere Knoten erzeugt). Zwei
Literalvorkommen werden durch eine (ungerichtete) Kante verbunden, wenn sie sich auf
unterschiedliche Klauseln beziehen und nicht komplementére Literale betreffen.

Es gilt:
p ist erfiillbar mit einer Belegung B
gdw. es gibt in jeder Klausel K; ein Literal £;;, mit Wert 1

gdw. es gibt Literale ¢y,,,...,%y;,., die paarweise nicht komplementér
sind (wobei ¢;;, in Klausel ¢ vorkommt) O
gdw. es gibt Knoten (1, j1),...,(m, j.), die paarweise miteinander ver-

bunden sind

gdw. es gibt eine m-Clique in G

Ubung: Betrachte die 3-Formel
Y = (1‘1 V X9 V Ig) A (ZL‘4 V Al vV 1'2) VAN (_|l'3 V X1 V 1‘4),

konstruiere den Graph GG wie im Beweis von Satz 19.9, gib eine 3-Clique in G’ an und
die dazugehorige Belegung, die ¢ erfiillt.

Es folgt die angekiindigte Reduktion von 3SAT auf ein mengentheoretisches Problem.
Dieses Problem heifst Mengeniiberdeckung.

Definition 19.10 (Mengeniiberdeckung)

Gegeben: Ein Mengensystem iiber einer endlichen Grundmenge M, d.h.
T,... T CM

sowie eine Zahl n > 0.
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Frage: Gibt es eine Auswahl von n Mengen, die ganz M {iberdecken, d.h.
{i1,..,in} {1, . k}mit T;, U...UT;, = M.

Satz 19.11
Mengeniiberdeckung ist NP-vollstandig.

Beweis.

1) Mengeniiberdeckung ist in NP:

e Wihle nichtdeterministisch Indices 4, ..., und
e iiberpriife, ob T;, U ... UT; = M gilt.

2) Um NP-Hérte zu zeigen, reduzieren wir 3SAT in Polyzeit auf Mengeniiberdeckung.
Sei also ¢ = K1 A ... A K,, eine 3-Formel, die die Variablen x4, ..., x, enthailt.
Wir definieren M := {Ky,..., Ky, x1,...,2Z,}.

Fiir jedes i € {1,...,n} sei
T; :={K; | ; kommt in K als Disjunkt vor} U {z;}
T) := {K; | ~x; kommt in K; als Disjunkt vor} U {x;}
Wir betrachten das Mengensystem:
Ty,...,T,,T),....T,

Zu zeigen: ¢ ist erfiillbar gdw. es eine Mengeniiberdeckung von M mit n Mengen
gibt.
“=" Sei @ erfiillbar mit Belegung B. Wahle

o T}, falls B(x;) =1

o 7! falls B(x;) =0

Dies liefert n Mengen, in denen jedes Element von M vorkommt:
o Ki,...,K, da B jede K; erfiillt.
® xy,...,x, da fiir jedes ¢ entweder T; oder 7] gewahlt wird.

“<" Sei umgekehrt
{U,....U,} C{Ty,....T,,T},...., T} mit Uy U...UU, = M.

Da jede Variable x; in Uy U...UU, ist, kommt T} oder T} in {Uy, ..., U,} vor.
Da wir nur n verschiedene Mengen haben, kommt sogar jeweils genau eines
von beiden vor.

Definiere Belegung B wie folgt:

1 falls T; e {Uh,...,U,}
B(“)_{ 0 falls T/ € {Uy,...,U,}

B erfiillt jede Klausel K; da K; in U; U ... U U, vorkommt. [
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Ubung: Betrachte die 3-Formel
@ = (1 Vxe Vas) A(xgV -z V) A(—xg V oz Vay),

konstruiere die Mengen M, T}, ..., Ty, T}, ..., T; wie im Beweis von Satz 19.8, finde Men-
gen {Uy,...,Us} C {T,..., Ty, T],..., Ty}, so dass Uy U --- U Uy = M und gib die
dazugehorige Belegung an, die ¢ erfiillt.

Es gibt eine grofe Vielzahl von NP-vollstdndigen Problemen in allen Teilgebieten der
Informatik. Eine klassische Referenz ist das Buch

,Computers and Intractability: A Guide to the Theory of NP-completeness”
von M. Garey und D. Johnson, 1979.

Das Buch, welches zu den meistzitierten in der Informatik iiberhaupt gehort, enthélt eine
hervorragende Einfithrung in das Gebiet der NP-Vollsténdigkeit und einen Katalog von
ca. 300 NP-vollstandigen Problemen. Seit der Publikation des Buches wurden tausende
weitere Probleme als NP-vollsténdig identifiziert.

Komplemente und CONP

Wir befassen uns noch mit zwei weiteren Themen, die mit der Klasse NP und dem
Begrift der NP-Vollstéandigkeit zu tun haben. In diesem Abschnitt geht es zunéchst um
Komplemente von NP-Problemen. Es ist offensichtlich, dass jede mittels deterministi-
schen TMs definierte Komplexitétsklasse C unter Komplement abgeschlossen ist: wenn
L € C durch eine DTM M bezeugt wird, dann wird L € C durch die DTM bezeugt, die
man aus M’ erhélt, indem man die Endzustdnde und Nichtendzusténde vertauscht. Fiir
nichtdeterministische Klassen funktioniert dieses Argument nicht, da die beschriebene
Zustandsvertauschung nicht der Komplementbildung entspricht.

Man betrachte zum Beispiel das Komplement SAT von SAT, also das folgende Problem:
gegeben eine aussagenlogische Formel ¢, entscheide ob ¢ unerfiillbar ist. Der Leser ist
aufgefordert, sich zu vergegenwértigen, dass ein typischer NP-Algorithmus der Form
,rate und iiberpriife hier nicht naheliegend ist, da es nicht um die Ewistenz einer be-
stimmten Belegung geht sondern um alle Belegungen (sie miissen ¢ falsch machen). In
der Tat ist nicht bekannt, ob SAT € NP und es wird vermutet, dass das nicht der Fall
ist (und damit natiirlich auch, dass NP nicht unter Komplement abgeschlossen ist).

Um Probleme wie SAT komplexitétstheoretisch zu erfassen, fithrt man eine weitere Kom-
plexitatsklasse namens CONP ein:

CONP :={L| L € NP}.

Mit anderen Worten: die Probleme in CONP sind genau die Komplemente der Pro-
bleme in NP. Es gilt also z.B. SAT € CONP. Es gibt aber auch ,natiirliche* Pro-
bleme (deren Formulierung keine explizite Komplementierung beinhaltet) in CONP.
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Ein Beispiel ist das Giiltigkeitsproblem der Aussagenlogik. Der Leser moge iiberprii-
fen, dass dieses Problem wirklich in CONP liegt, mit anderen Worten also: dass das
Nicht-Giiltigkeitsproblem in NP ist.

Man sicht leicht, dass P C CONP: aus L € P folgt L € P folgt L € NP folgt L € CONP.
Damit gilt auch P € NP N cONP und wir erhalten folgendes Bild:

\ PSpace /

Man nimmt an, dass alle dargestellten Teilmengenbeziehungen echt sind, dass also gilt:
P # NP NcoNP und NP C cONP. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, auch fiir CONP
Begriffe von Hérte und Vollstandigkeit zu definieren. Dies geschieht vollkommen analog
zu NP:

1. Ein Problem L heifst CONP-hart falls fiir alle L' € CONP gilt: L' <, L;
2. L heift CONP-vollstindig falls L € CONP und L ist CONP-hart.

Man kann beispielsweise mit einfachen Argumenten zeigen, dass das Giiltigkeitsproblem
der Aussagenlogik CONP-vollstandig ist.

Approximation

Viele NP-vollstéindige Probleme sind in ihrer natiirlichsten Formulierung Optimierungs-
probleme und keine Entscheidungsprobleme, zum Beispiel:

e CLIQUE: gegeben ungerichteter Graph G, finde die grofste Clique in G

e Mengeniiberdeckung: gegeben Grundmenge M und Mengensystem 77, ..., Tk, finde
kleinstes I C {1,...,k} (bzgl. Kardinalitét) so dass | J,., Ti = M.

Man {iberpriift leicht, dass ein Polynomialzeitalgorithmus fiir das Berechnen einer op-
timalen Losung auch einen Polynomialzeitalgorithmus fiir das entsprechende Entschei-
dungsproblem liefert. Mit der Existenz solcher Algorithmen ist also nicht zu rechnen.
Aber wie steht es mit effizienter Approximation, also mit Polynomialzeitalgorithmen,
die zwar keine optimale aber dennoch eine ,,gute Losung berechnen?

Im Fall von Minimierungsproblemen wie Mengeniiberdeckung wiinscht man sich einen
Approximationsalgorithmus, der in polynomieller Zeit lauft und so dass

APP

oPT < f(lwl)
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fiir eine moglichst langsam wachsende Funktion f (und alle Eingaben w), wobei OPT
die Kosten einer optimalen Losung bei Eingabe w bezeichnet und APP die Kosten der
approximativ gefundenen Losung bei Eingabe w. Der obige Bruch beschreibt den Ap-
proximationsfaktor und ist stets > 1; ein grofkerer Faktor bedeutet eine schlechtere Ap-
proximation. Man beachte, dass der Faktor mit steigender Eingabeldnge grofser werden
darf, die Approximationsqualitit also schlechter.

Wir betrachten Approximation am konkreten Beispiel von Mengeniiberdeckung. Fine
natiirliche Idee is folgender Greedy-Algorithmus:

procedure greedy(M,{Ty,...,Tx})
C:=1:=10
while C' # M do
wahle i € {1,...,k} \ I so dass |T; \ C| maximal

C=CUT;
I:=T1U{i}
end
gib I aus

Der Algorithmus ist greedy (also gierig) in dem Sinne, dass er in jedem Schritt ver-
sucht, eine moglichst grofe Anzahl von Elementen aus M zu iiberdecken. Die Kosten
der berechneten Losung sind APP := |[].

Wir wollen nun den realisierten Approximationsfaktor abschétzen. Sei eq,..., e, eine
Aufzdhlung von M in der Reihenfolge des Hinzufiigens der Knoten zu C' (bei gleichzei-
tigem Hinzufiigen wird beliebig aufgelost). Wir assoziieren wie folgt Kosten mit Mengen
T; und Elementen e;:

e ¢(T;) = 1/|T; \ C| wobei hier die Menge C' zum Zeitpunkt des Hinzufiigens von 4
zu I gemeint ist.

e c(es) = ¢(T;) wenn e, durch Auswahl von 7; zu C' hinzugefiigt wurde.
Zentral ist die folgende Kostenabschatzung.

Lemma 19.12
c(e)) <OPT/(n— L€+ 1) fir jedes Element e,.

Beweis. Wir argumentieren wie folgt:

1. In jeder Iteration liefern die verbliebenen (noch nicht ausgewéhltgn) Mengen der
optimalen Losung eine Uberdeckung der verbliebenen Elemente C' = M \ C mit
Kosten < OPT.

2. Also gibt es ein verbliebenes T; mit ¢(T;) < OPT/|C|.

(Denn ¢(7;) kann in spéteren Iterationen hochstens gréker aber niemals kleiner
werden und gélte ¢(T;) > OPT/|C] fur alle T; liefe sich keine Uberdecking der
verbliebenen Elemente mit Kosten < OPT finden).
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3. Also c(e;) < OPT/|C).

(Denn greedy Auswahl von ¢ mit |7; \ C'| maximal entspricht Auswahl von i mit
¢(T;) minimal—per Definition von ¢(7}))

4. man sieht auferdem leicht: in der Iteration, in der e, zu M hinzugefiigt wurde,
enthélt C' mindestens n — ¢ + 1 Elemente.

Aus den Punkten 3 und 4 erhalten wir also:

OPT _ OPT
C| ~n—0+1

cleg) <
]

Wir kénnen nun den Approximationsfaktor des Greedy-Algorithmus bestimmen. Dieser
ist (additiv) logarithmisch und damit relativ gut. Insbesondere ldfst sich beweisen, dass
es keine wesentlich besseren Approximationalgorithmen gibt, was angesichts der Einfach-
heit des Greedy-Algorithmus tiberraschend ist (und keineswegs einfach zu beweisen).

Satz 19.13
Fiir den Greedy-Algorithmus gilt:
APP

ST < L+ n(ul)

Beweis. Per Definition der Kosten von Elementen ist
cler) + -+ +clep)

genau die Anzahl der ausgewéhlten Mengen, also APP.
Mit Lemma 19.12 folgt

1 1
APP =c(ey) + -+ cle,) < (1+§+---+—)~OPT.
n
Nun ist 1 + % + -+ % genau die n-te harmonische Zahl H,, und es ist bekannt, dass
H, <1+ In(n). O

Wir beenden an dieser Stelle unseren kurzen Ausflug zur Approximation und erwéh-
nen noch, dass es natiirlich viele andere Approximationstechniken gibt als Greedy-
Algorithmen und dass sich NP-vollstiandige Probleme &ufserst unterschiedlich beziiglich
Approximierbarkeit verhalten. Hier einige Beispiele:

e Knoteniiberdeckung in Graphen ist ein (immernoch NP-vollstdndiger) Spezialfall
von Mengeniiberdeckung, der Approximation mit konstantem Faktor 2 erlaubt.
Die Approximationsgiite ist hier also nicht von der Eingabegrofe abhéngig.
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e Mengeniiberdeckung ist approximierbar mit logarithmisch-polynomiellem Faktor
(Polynom von Logarithmus der Eingabegrofe). Dies ist noch als verhéltnisméfig
gute Approximation aufzufassen.

e CLIQUE ist lediglich mit linearem Faktor approximierbar. Das ist ein schlechter
Faktor, da die Qualitidt der Approximation mit steigender Eingabegrgfe rapide
abnimmt.

e Das Traveling Salesman Problem ist gar nicht approximierbar in dem Sinne dass
nicht garantiert werden kann, dass iiberhaupt eine Losung gefunden wird, wenn es
eine gibt.
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20. Jenseits von NP

Wie erwahnt glaubt eine iiberwéltigende Zahl von Forschern, dass P eine echte Teil-
menge von NP ist. In der Tat kann man die Theorie der NP-Vollstindigkeit als einen
Anhaltspunkt werten, dass dies wirklich der Fall ist. Im Gegensatz dazu stellen sich
interessanterweise die Platzkomplexitétsklassen PSpace und NPSpace, die ja komplett
analog zu P und NP definiert sind, als identisch heraus! Das folgende Resultat ist als
Savitch’s Theorem bekannt und wurde um 1970 bewiesen.

Satz 20.1
PSpace = NPSpace.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede durch ein Polynom p() platzbeschrinkte NTM
M durch eine polynomiell platzbeschrankte DTM M’ simuliert werden kann. Ein erster
Versuch konnte zum Beispiel darin bestehen, M’ bei gegebener Eingabe w zunéchst
(deterministisch!) den Konfigurationsgraph G, p(jw|) konstruieren zu lassen und dann nur
noch zu iiberpriifen, ob eine akzeptierende Stoppkonfiguration von der Startkonfiguration
aus erreichbar ist. Dieser Ansatz scheitert jedoch daran, dass G p(w|) exponentiell grofs
ist und der beschriebene Ansatz also unzuléssig viel Platz verwendet.

Der Beweis von Savitch’s Theorem beruht auf der Idee, dass man den eben beschriebenen
Ansatz auch realisieren kann, ohne den Graph G () jemals komplett im Speicher zu
halten. Das funktioniert wie folgt.

Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass es nur eine einzige akzeptierende Stoppkonfiguration k.,
gibt. Dies kann zum Beispiel dadurch erreicht werden, dass M vor dem Akzeptieren den
Bandinhalt 16scht und den Kopf an eine definierte Stelle bewegt (z.B. vormaliger Beginn
der Eingabe). Definiere ein Pradikat Pfad(k, &', 1) wie folgt:

Pfad(k, k',4) ist wahr gdw. es in G () einen Pfad von Konfiguration &
nach Konfiguration k' gibt, dessen Linge durch 2 beschrankt ist.

Sei N die Anzahl der Knoten im Graph G p(jw|), also die Anzahl der Konfigurationen
von M der Léange p(|w|). Wir kénnen die Aufgabe von M’ nun wie folgt beschreiben:
entscheide, ob folgendes gilt:

Pfad(qow, kaks, [log(N)]).

Man beachte, dass der Logarithmus durch die Exponentiation in der Definition des Pfad-
Pradikates wieder aufgehoben wird, man interessiert sich also fiir Pfade der Léange N, was
offensichtlich ausreichend ist. Wir hatten uns bereits im Beweis von Satz 18.3 {iberlegt,
dass N < 20®(wD) Damit ist aber [log(N)] polynomiell in |w|. Dies legt den folgenden
»Teile und Herrsche-Ansatz nahe:

um Pfad(k, k', 7) zu entscheiden, iteriere tiber alle moglichen Mittelpunkte k
auf dem gesuchten Pfad von k zu k', entscheide rekursiv Pfad(k, k,i—1) und
Pfad(k, k', — 1).
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Beachte: wegen der Exponentiation in der Definition des Pfad-Prédikates entspricht hier
,—1¢“ dem Teilen der Pfadlange durch zwei!

Insgesamt erhalten wir den folgenden Algorithmus, der auf Pfad(qow, kax,, [log(N)])
gestartet wird:

procedure path(k, k', 1)

case 1 =0 do
if k=Fk or klF, k' then return true
else return false

case 7 >0 do

~

forall k in Gyp(jw)) do
if Fﬁad(k,g,i——l) and Pﬁhd(g,kﬂi——]) return true then
return true
endfor

return false

Mit den bereits gelieferten Argumenten ist dieser Algorithmus offensichtlich korrekt,
d.h. eine DTM M’, die diesen Algorithmus ausfiihrt, entscheidet dieselbe Sprache wie
die urspriingliche NTM M. Es verbleibt, den Platzbedarf von M’ zu analysieren:

e In jedem Aufruf sind die Werte von k, £/, k und i zu speichern. Die Grofe der
Konfigurationen ist O(p(Jw|)), da ihre Lénge ja nur p(Jw|) betrdgt. Da wir den
Algorithmus mit ¢ = [log(/N)]| starten, sind auch alle Werte von i in O(p(|w])).

e Auch die Grofe des Rekursionsstacks triagt zum Speicherbedarf bei. Wegen des
schon erwiahnten Startwerts fiir ¢ ist die Rekursionstiefe offensichtlich durch O(p(|w]))
beschréankt.

Insgesamt ergibt sich damit ein Speicherplatzbedarf von O(p(|w|)?). O

Savitch’s Theorem hat unter anderem folgende Konsequenzen:
e Die Komplexitatsklasse NPSpace wird im allgemeinen nicht explizit betrachtet;

e Wenn man nachweisen will, dass ein Problem in PSpace ist, dann kann man
0.B.d.A. eine nicht-deterministische Turingmaschine verwenden, was oft praktisch
ist (man kann also raten).

Den zweiten Punkt wollen wir illustrieren, indem wir folgendes Resultat beweisen.

Satz 20.2

Das Wortproblem fiir monotone Grammatiken ist in PSPACE.

Beweis. Wegen Savitch’s Theorem geniigt es, zu zeigen: es gibt eine polynomiell platz-
beschrinkte NTM, die das Wortproblem fiir monotone Grammatiken 16st.
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Sei als Eingabe die monotone Grammatik G = (N, %, P,S) und das Wort w € *
gegeben. Die NTM muss priifen, ob G eine Ableitung von w erlaubt. Wir sch’atzen
zunachst die Lénge der zu betrachtenden Ableitungen ab:

e wir kénnen uns offensichtlich auf Ableitungen konzentrieren, in denen kein Wort
doppelt vorkommt;

e wegen der Monotonizitdt von GG kommen in einer erfolgreichen Ableitung von w
nur Worter der Lange < |w| vor;

e es gibt nicht mehr als £y, := (|N U 3| + 1)I*I viele solche Worter.

Die zu betrachtenden Ableitungen konnen also exponentiell lang sein und passen damit
nicht in den polynomiell grofsen Speicher. Um die Existenz einer Ableitung

S:aol—gall—g-~-l—gak:w

zu iiberpriifen, geht die NTM daher wie folgt vor: rate die Ableitung Schritt fiir Schritt,
behalte stets nur zwei Worter gleichzeitig im Speicher. Es wird also zunéchst das Wort
ap erzeugt. Danach wird a; geraten und ag g ap iiberpriift. Dann wird o aus dem
Speicher geloscht und ay geraten, usw.

Es ist nun aber moglich, so zu raten, dass die NTM in eine Endlosschleife gerat. Um dies
zu verhindern, lasst sie zudem einen bindren Schrittzahler mitlaufen. Wir w erzeugt, so
akzeptiert die NTM. Wird w nach ¢,,,, Schritten nicht erreicht, so verwirft sie.

Der Platzbedarf zum Speichern des Zahlers betrigt [log(fmax)], ist also polynomiell da
lmax nur einfach exponentiell grofs ist. Insgesamt wird damit nur polynomiell viel Speicher
bendtigt.

Man kann sich nun noch von der Korrektheit des Algorithmus tiberzeugen: ist w € L(G),
dann erzeugt eine der NTM-Berechnungen eine Ableitung von w der Liange < £.«
und akzeptiert dann; wenn w ¢ L(G), dann erzeugt keine der NTM-Berechnungen eine
Ableitung von w, also sind alle Berechnungen verwerfend. m

Entsprechend zur Definition von NP-Vollstédndigkeit eines Problems kann man auch Voll-
standigkeit fiir andere Komplexitdatsklassen definieren, zum Beispiel fiir PSpace. Man
beachte die Ahnlichkeit zu Definition 19.2.

Definition 20.3 (PSpace-hart, PSpace-vollstindig)

1) Eine Sprache L heift PSpace-hart wenn fiir alle L' € PSpace gilt: L' <, L.
2) L heifst PSpace-vollstindig wenn L € PSpace und L ist PSpace-hart.

Es ist leicht zu sehen, dass jedes PSpace-vollstdndige Problem auch NP-hart ist. Man
nimmt an, dass PSpace-vollstdndige Probleme echt schwieriger sind als NP-vollstandige
Probleme (dass also NP eine echte Teilmenge von PSpace ist), hat aber bisher keinen
Beweis dafiir gefunden.

Man kann beweisen, dass folgende Probleme aus dieser Vorlesung PSpace-vollstéandig
sind:
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e das Aquivalenzproblem fiir NEAs und fiir regulire Ausdriicke

e das Wortproblem fiir monotone Grammatiken.

ExpTime

Mit einem raffinierten Diagonalisierungsargument, das wird hier nicht im Detail betrach-
ten wollen kann man folgendes zeigen.

Satz 20.4
P # ExpTime.

Man kann mit einer DTM in exponentieller Zeit also beweisbar mehr Probleme 16sen
als in polynomieller Zeit. Das bedeutet natiirlich, dass auch mindestens eine der drei
Inklusionen aus

P C NP C PSpace C ExpTime.

echt sein muss. Leider weiff man aber nicht, welche Inklusion das ist. Analog zu NP-
Hérte und PSpace-Héarte kann man den Begriff der ExpTime-Hérte definieren. Es ist
leicht, zu sehen, dass ein ExpTime-hartes Problem wegen Satz 20.4 nicht in P sein kann.
Solche Probleme findet man zum Beispiel in der Logik oder in Form von (generalisierten)
Spielen wie Dame und Schach.

Es gibt in der Komplexitatstheorie also durchaus Resultate, die Komplexitatsklassen
separieren, Satz 20.4 ist nur eines von mehreren Beispielen. Man mag sich fragen, ob
ein cleveres Diagonalisierungsargument auch verwendet werden kann, um das beriihmte
P vs. NP zu 16sen (indem man P # NP zeigt). Leider ist dies nicht der Fall. Wir ha-
ben in Kapitel 17 gesehen, dass Diagonalisierung eine Beweistechnik ist, die auf Orakel
relativiert. Man kann zeigen, dass keine Beweistechnik mit dieser Eigenschaft geeignet
ist, um P # NP zu beweisen (Satz von Gill, Baker, Solovay). Insgesamt weifs man leider
deutlich mehr dariiber, wie man P # NP nicht beweist als es aussichtsreiche Kandidaten
fiir einen solchen Beweis gibt.

Es soll abschliefsend noch betont werden, dass es neben den hier diskutierten Kom-
plexitatsklassen noch viele weitere wichtige Klassen gibt. Dies betrifft sowohl Klassen
unterhalb von P und Klassen oberhalb von ExpTime, als auch Klassen, die ,zwischen‘
den hier dargestellten liegen oder deren genauer Zusammenhang zu den hier behandelten
Klassen bisher unbekannt ist. Beispielsweise ergeben sich die wichtigen Klassen LogSpace
und NLogSpace durch die Verwendung von logarithmisch wviel Platz (wobei die Eingabe
auf einem Extraband liegt und nicht zum Platzverbrauch beitragt) und liegen unter-
halb von P. Im Unterschied zu PSpace und NPSpace ist nicht bekannt, ob diese Klassen
identisch sind. Weitere wichtige Klassen wie etwa RP, BPP und PP ergeben sich, wenn
man Turingmaschinen um probabilistische Fahigkeiten erganzt. Intuitiv darf eine solche
Maschine ,Miinzen werfen und muf dann nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit die
richtige Antwort geben.
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V. Appendix

A. Laufzeitanalyse von Algorithmen und O-Notation

Laufzeitanalyse

Ein gegebenes Berechnungsproblem léasst sich meist durch viele verschiedene Algorith-
men l6sen. Um die ,Qualitiat® dieser vielen moglichen Algorithmen zu bestimmen, ana-
lysiert man deren Ressourcenverbrauch. In diesem Zusammenhang ist die wichtigste
Ressource der Zeitverbrauch, also die Anzahl Rechenschritte, die der Algorithmus aus-
fiihrt. Andere Ressourcen, die eine Rolle spielen kénnen, sind beispielsweise der Spei-
cherverbrauch oder der Kommunikationsbedarf, wenn der Algorithmus auf mehreren
Prozessoren oder Rechnern verteilt ausgefiithrt wird. Ein Algorithmus mit geringem Res-
sourcenbedarf ist dann einem Algorithmus mit hoherem Ressourcenbedarf vorzuziehen.

Die Laufzeit eines Algorithmus A auf einer Eingabe z ist die Anzahl elementarer Rechen-
schritte, die A gestartet auf x ausfiihrt, bevor er anhélt. Was ein elementarer Rechen-
schritt ist, wird in der VL , Theoretische Informatik II“ genauer untersucht. Bis dahin
betrachten wir die iiblichen Operationen eines Prozessors als elementare Rechenschrit-
te, also z.B. Addition und Multiplikation. Die zentrale Eigenschaft eines elementaren
Rechenschrittes ist, dass er in konstanter Zeit ausgefiihrt werden kann—das soll hei-
Ken, dass die benotigte Zeit unabhéngig von den konkreten Argumenten ist, auf die der
Rechenschritt angewendet wird.

Man beschreibt die Laufzeit eines Algorithmus immer in Abhéngigkeit von der Grifle
seiner Eingabe. Dem liegt die Intuition zugrunde, dass das Verarbeiten einer grosseren
Eingabe im allgemeinen langer dauert als das einer kleinen. So kann man z.B. offensicht-
lich schneller entscheiden, ob ein gegebener NEA ein Eingabewort der Lange 1 akzeptiert
als eines der Lange 128. Der Zeitverbrauch eines Algorithmus kann also beschrieben wer-
den durch eine Funktion

fN—N

die jeder Eingabelénge n € N eine Laufzeit f(n) zuordnet. Man beachte, dass diese
Darstellung von der konkreten Eingabe abstrahiert, d.h., die Laufzeit des Algorithmus auf
verschiedenen Eingaben derselben Lénge wird nicht unterschieden. Diese kann durchaus
sehr unterschiedlich sein: fiir einen gebenen NEA A, in dem der Startzustand keine
a-Ubergang erlaubt, ist es trivial, zu entscheiden, dass das Wort

abbbababababbbbbbbbababbabbabbbbbbbaaabbbbaaaaaab
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nicht akzeptiert wird, wohingegen dies fiir das gleichlange, aber mit b beginnende Wort

bbbababababbbbbbbbababbabbabbbbbbbaaabbbbaaaaaaba

viel mehr Schritte erfordern kann. Die durch die Funktion f : N — N beschriebene Lauf-
zeit ist als Worst Case Komplexitit zu verstehen: f(n) beschreibt eine obere Schranke,
also eine maximale Schrittzahl, die fiir keine Eingabe der Lénge n iiberschritten wird
(die aber fiir ,einfache” Eingaben unter Umsténden stark unterschritten werden kann).

Welche Laufzeit kann als effizient angesehen werden und welche nicht? Die wichtigste
Grenze verlauft zwischen polynomiellem und exponentiellem Laufzeitverhalten, wobei
ersteres im allgemeinen mit ,machbar® gleichgesetzt wird und letzteres mit steigender
Eingabegrofie so schnell wichst, dass groftere Eingaben nicht verarbeitet werden kénnen.
Bei polynomieller Laufzeit ist die Funktion f also ein Polynom wie zum Beispiel

n, n? 5n, ™2 8n% 3n*+2n +5n+T.
Bei exponentieller Laufzeit ist sie eine Exponentialfunktion wie zum Beispiel
2n 5t 2™ pt 17(5%M).

Es ist wichtig, sich vor Augen zu fithren, dass exponentielle Laufzeit so dramatisch ist,
dass sie von schnellerer Hardware nicht kompensiert werden kann. Man betrachte z.B.
die Laufzeit 2" auf Eingaben der (sehr moderaten!) Grofe n = 128. Die sich ergebende
Anzahl Schritte ist so gewaltig, dass ein moderner 3Ghz-Prozessor langer rechnen miisste
als vom Anfang des Universums bis heute. Aber auch Polynome héheren Grades sind
recht schnell wachsende Funktionen. Interessanterweise findet man aber nur duferst
selten Algorithmen, deren Laufzeit zwar polynomiell ist, aber nicht durch ein Polynom
kleinen Grades (meist < 5, oft < 3) beschrieben werden kann. Dies rechtfertigt die
iibliche Gleichsetzung von ,,polynomiell“ und ,machbar®. Fiir sehr zeitkritische Probleme
kann aber auch eine Laufzeit von n? zu lang sein. Als besonders effizient gilt Linearzeit,
also Laufzeiten der Form c¢ - n, wobei ¢ € N eine Konstante ist.

O-Notation

Bei der Laufzeitanalyse von Algorithmen abstrahiert man so gut wie immer von konkre-
ten Konstanten. Man wiirde also beispielsweise nicht zwischen einem Algorithmus mit
Laufzeit 2n und einem mit Laufzeit 4n unterscheiden (aufer natiirlich in einer konkreten
Implementierung, wo derartige Unterschiede sehr wichtig sein konnen!). Dies hat meh-
rere Griinde. Erstens ist es schwierig und fehleranfillig, alle involvierten Konstanten zu
identifizieren und wahrend der fiir die Laufzeitabschétzung benttigten Rechnungen ,mit-
zuschleppen®. Und zweitens sind die konkreten Konstanten oft abhéngig von Implemen-
tierungsdetails wie den konkret zur Verfiigung stehenden elementaren Rechenschritten
und den zur Reprisentation der Eingabe verwendeten Datenstrukturen. Die sogenann-
te ,,O-Notation“ stellt eine einfache Methode zur Verfiigung, um konkrete Konstanten
auszublenden.
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Definition A.1 (O-Notation)
Seien f und g Funktionen von N nach N. Wir schreiben

f€0(g)

wenn es eine Konstante ¢ > 0 und Schranke ny > 0 gibt, so dass f(n) < ¢- g(n) fiir alle
n > ny.

Mit anderen Worten bedeutet f € O(g), dass f ,schlieklich nicht wesentlich schneller
wéchst als ¢g. Die folgende Graphik illustriert dies anhand zweier Funktionen f(n) und

g(n) mit f € O(g):

Wie in Definition A.1 gefordert, liegt f schliesslich (d.h. ab der Schranke ng) unterhalb
der mit der Konstanten ¢ skalierten Funktion c¢- g(n). Auch wenn der absolute Wert von
f(n) an vielen Stellen grofer ist als der von g(n), wichst f also nicht wesentlich schneller
als g.

Wir verwenden die Laufzeitbeschreibung O(f(n)), wenn wir ausdriicken wollen, dass die
Laufzeit f(n) ist, bis auf Konstanten (repréasentiert durch ¢) und endlich viele Ausnah-
men (reprasentiert durch ng). Insbesondere beschreibt

e O(n) Linearzeit;
e O(n?) quadratische Zeit und
e U;>1 7' polynomielle Zeit.
Es existieren verscheidene Rechenregeln fiir die O-Notation wie zum Beispiel
e 0(0(f)) = O(f);
e O(f)+0(9) = O(f + g) und
e O(f)-O(g) =O(f - 9).

Mehr Informationen zur O-Notation finden sich beispielsweise im Buch ,Concrete Ma-
thematics® von Graham, Knuth und Patashnik.
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B. Crashkurs Logik

Die Logik hat als Teildisziplin der Philosophie eine Tradition von mehr als zweitausend
Jahren. In jiingerer Zeit spielt sie zudem eine sehr wichtige Rolle als formale Grundalge
der Informatik. Am augenfalligsten ist dies wahrscheinlich im Hardwareentwurf, wo Lo-
gik in Form von Schaltkreisen grofe Bedeutung hat. Logik ist aber auch in vielen anderen
Teilgebieten der Informatik essentiell, auch wenn dies manchmal nicht ganz offensichtlich
ist. Dafiir seien drei Beispiele genannt. Erstens ist die bekannte Datenbanksprache SQL
im wesentlichen eine Logik mit einer benutzerfreundlichen Syntax. Zweitens ist Logik
im Gebiet der Programmverifikation, wo in automatisierter Weise die Fehlerfreiheit von
Programmen {iberpriift werden soll, als Spezifikationssprache von zentraler Bedeutung.
Und drittens ist Logik ein wichtiges Werkzeug in der Komplexitéatstheorie, wo sie bei
der Analyse wichtiger Informatikprobleme ein vielfach verwendetes Hilfsmittel darstellt.

Es gibt viele verschiedene Arten von Logiken, die in der Informatik Verwendung finden,
wie zum Beispiel die Aussagenlogik, die Priadikatenlogik erster Stufe, Pradikatenlogiken
héherer Stufe und das u-Kalkiil. All diese Logiken haben recht verschiedene Eigenschaf-
ten. In dieser kurzen Einfiihrung werden wir uns auf die Aussagenlogik und (eine leicht
vereinfachte Version der) Pradikatenlogikbeschréanken. Wir beginnen mit der Aussagen-
logik, die die einfachste der genannten Logiken ist und sich in den anderen, komplexeren
Logiken als elementarer ,Baustein® wiederfindet.

B.1. Aussagenlogik

Die Aussagenlogik behandelt die logische Verkniipfung von atomaren Aussagen mittels
sogenannter Junktoren wie ,und®, ,oder und ,nicht. Atomare Aussagen sind Aussagen,
die entweder wahr oder falsch sein konnen und deren innere Struktur nicht weiter be-
trachtet wird, wie zum Beispiel ,,Die Erde ist ein Planet* oder ,Bremen liegt am Ganges".
Wir werden von konkreten Aussagen dieser Art abstrahieren und stattdessen mit Aussa-
genvariablen arbeiten, die die Wahrheitswerte ,wahr* und , falsch“ annehmen kénnen und
die wir mit den Buchstaben x,y, z bezeichnen. Daraus lassen sich dann aussagenlogische
Formeln bilden, die zusammengesetzte Aussagen reprasentieren, wie zum Beispiel .,z und
nicht y*. Der Wahrheitswert derartiger Formeln ergibt sich aus den Wahrheitswerten der
verkniipften Aussagenvariablen. Dies werden wir im Folgenden formal definieren. Dabei
fixieren wir eine abzdhlbar unendliche Menge VAR von Aussagenvariablen.

Definition B.1 (Syntax Aussagenlogik)
Die (aussagenlogischen) Formeln sind induktiv wie folgt definiert:
e jede Aussagenvariable ist eine aussagenlogische Formel;
e wenn ¢ und ¢ aussagenlogische Formeln sind, dann auch
— = (Negation),
— (@ AN ) (Kongunktion) und

177



Crashkurs Logik

— (@ V) (Disjunktion).

Beispiele fiir aussagenlogische Formeln sind also
-z -y (x A —y) —(zVy)A-(-xV-y).
Wir lassen die Klammern weg, wenn das Resultat eindeutig ist, wobei — starker bindet
als A und V. Zum Beispiel:
e Die Formel —x A y steht fiir (—z) Ay, nicht etwa fir =(z A y).

e Formeln wie 1 A y; V x5 A yo sind ohne Klammern nicht erlaubt, da wir zwischen
A und V keine Priazedenz bzgl. der Bindungsstérke vereinbaren.

Definition B.2 (Semantik Aussagenlogik)
Eine (aussagenlogische) Belegung ist eine Abbildung B : VAR — {0,1}. Belegungen
werden wie folgt auf zusammengesetzte Formeln erweitert:

e B(-p)=1-¢

1 falls B(yp) =1und B(¢)) =1
* Blony) = { 0 sé(l)nZt. . e

1 falls B(¢) =1 oder B(¢)) =1
v ={ Y

Wenn B(y) = 1, dann erfillt B die Formel ¢. In diesem Fall nennen wir B ein Modell
von .

Intuitiv steht 1 fiir den Wahrheitswert ,wahr* und 0 fiir ,falsch“. Wenn B die Variable
x auf 1 abbildet, so notieren wir das auch als x —p 1. Als Beispiel iiberlegt man sich
leicht, dass folgendes gilt:

wenn x +—p 0, y —p 1 und z —p 1, dann erfiillt B die Formel =(—x Ay) V z.

Man kann die Semantik der Junktoren in sehr iibersichtlicher Weise in Form von Wahr-
heitstafeln darstellen:

B(p) B() | Ble Av) B(p) B®)| Blp V)
B(y) \ B(=p) 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 1 1
1 0 1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1

In dieser Darstellung wird sofort deutlich, dass auch andere Junktoren denkbar sind. In
der Tat gibt es eine Vielzahl gebrauchlicher Junktoren. Wir definieren hier beispielhaft
die folgenden:
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e [mplikation wird bezeichnet durch (¢ — 1)

B(p) B() | By — )
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Intuitiv bedeutet die einzige Zeile mit Ergebnis 0, dass aus einer wahren Aussage
niemals eine falsche Aussage folgen kann. Umgekehrt folgt aus einer falschen Aus-
sage aber jede beliebige Aussage, egal ob sie wahr oder falsch ist. Zur Illustration
mag die Implikation ,Wenn Bremen am Ganges liegt, dann ist die Erde ein Pla-
net’ dienen, deren Wahrheitswert man intuitiv als ,wahr empfindet, obwohl die
Vorbedingung ,,Bremen liegt am Ganges* falsch ist.

e Biimplikation wird bezeichnet durch (¢ <> 1)

B(p) B() | By <> )
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Intuitiv bedeutet ¢ <+ 1) also schlicht und einfach, dass ¢ and 1) denselben Wahr-
heitswert haben.

Im Umgang mit aussagenlogischen Formeln spielt der Begriff der logischen Aquivalenz
eine wichtige Rolle.

Definition B.3 (Logische Aquivalenz)

Zwei Formeln ¢ und v sind dquivalent, geschrieben ¢ = 1, wenn fiir alle Belegungen B

gilt: B(o) = B(v).

Die Hinzunahme der Implikation und Biimplikation zur Aussagenlogik erhoht deren
Ausdrucksstarke nicht, denn

1. ¢ — 1 ist dquivalent zu - V 1 und
2. @ <> 1 ist Aquivalent zu (¢ — ) A (Y — @).

Die Giiltigkeit dieser (und anderer) Aquivalenzen kann man leicht mittels Wahrheitsta-
feln nachweisen. Fiir Punkt 1 priift man beispielsweise, dass fiir alle moglichen Wahr-
heitswerte von ¢ und @ die Formeln ¢ — % und —p V ¢ zum selben Wahrheitswert
auswerten.

Wir verwenden im folgenden also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Implikation
und Biimplikation als Junktoren der Aussagenlogik. Dabei nehmen wir an, dass —, A, V
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stérker binden als — und <. Beispielsweise steht also x Ay — z fiir (xAy) — 2z und nicht
etwa fiir x A (y — 2). Man kann beweisen, dass die Junktoren —, A,V ausreichend sind,
um jeden Junktor, der durch eine Wahrheitstafel definiert werden kann, auszudriicken.

Im Folgenden sind einige weitere Aquivalenzen aufgefiihrt. Diese sind niitzlich, um aussa-
genlogische Formeln umzuformen, ohne ihre Bedeutung zu veréandern. Fiir alle Formeln
, Y und 9 gilt:

p = S Doppelte Negation
“(pAY) = -V De Morgansches Gesetz
(V1Y) = oA De Morgansches Gesetz
PANp = @ Idempotenz von Konjunktion
oV = Idempotenz von Disjunktion
OANY = YA Kommutativitat von Konjunktion
VY = YV Kommutativitat von Disjunktion
(P AVYANY = @A (P AD) Assoziativitat von Konjunktion
(pV)VY = @V (Vi) Assoziativitat von Disjunktion
pA@QVI) =

(p AY)V (e A1) Distributivgesetz
eV (WAD) = (eVY)A(pVd) Distributivgesetz

Die Assoziativgesetze erlauben es, Klammern innerhalb von mehrfachen Konjunktionen
bzw. Disjunktionen wegzulassen; wir schreiben im folgenden also beispielsweise z Ay A z
ohne Klammern.

Die Aussagenlogik ist eine sehr einfache logische Sprache. Dennoch sind einige mit dieser
Logik verbundenen Entscheidungsprobleme in algorithmischer und komplexitéitstheore-
tischer Hinsicht keineswegs trivial. Wir betrachten zunéchst das Auswertungsproblem,
das sehr einfach und effizient zu losen ist.

Lemma B.4

Gegeben eine aussagenlogische Formel ¢ und eine Beleqgung B kann man in Linearzeit
entscheiden, ob B(yp) =1 (Auswertungsproblem,).

Beweis. Wir zeigen das Lemma nur fiir polynomielle Zeit statt fiir Linearzeit. Der fol-
gende rekursive Algorithmus leitet sich direkt aus der Semantik her:

rocedure auswertung(y, B)
case

¢ =x do return B(x)

¢ =) do return 1 — auswertung(vy, B)

@ =1 A1V do return min{auswertung(y, B), auswertung(d, B)}
¢ =1 V1 do return max{auswertung(y, B), auswertung(, B)}

end case
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Die Anzahl der rekursiven Aufrufe ist beschréinkt durch die Grifie von ¢, hier definiert
als Anzahl der Variablen und Junktorvorkommen in ¢. Die Groke von —=(—z A y) V x)
ist also beispielsweise 7. O]

Aus logischer Sicht besonders interessant sind giiltige und unerfiillbare Formeln. Wir
fithren diese Begriffe im Folgenden ein.

Definition B.5 (Erfiillbarkeit, Giiltigkeit)
Eine Formel ¢ heisst
e erfiillbar wenn es eine Belegung B gibt, die ¢ erfiillt;

e giiltig wenn ¢ von jeder Belegung B erfiillt wird.

Beispiele fiir unerfiillbare Formeln sind
AT zA-yN(z—y) (xVy)A(—zV-y)A(—zVy Az V-y)
Beispiele fiir giiltige Formeln sind

TV r (x Ay) <> =(—x V —y) (xANy)V(—zA—y)V(tzAy) V(xA-y)

Erfillbarkeit und Giiltigkeit sind in folgendem Sinn dual zueinander.
Lemma B.6
Fiir jede Formel ¢ qilt:

1. ¢ st erfillbar gdw. —p nicht giltig ist;

2. @ st giltig gdw. —¢ unerfillbar ist.

Beweis. Zu Punkt 1:
p ist erfiillbar
gdw. eine Belegung B existiert, die ¢ erfiillt
gdw. eine Belegung B existiert, die = nicht erfiillt
gdw. = nicht giiltig.

Punkt 2 zeigt man auf dhnliche Weise. Es wird empfohlen, die Details zur Ubung aus-
zuarbeiten. O

Das folgende Bild stellt die verschiedenen Arten von Formeln anschaulich dar:
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-
erflllbare,
Al nicht gultige
g Giltige Formeln Unerfiillbare
Formeln Formeln Formeln
/ =y
™~ @ w * —p
- J \ =
\ J/

Erfiillbarkeit und Giiltigkeit sind in der Aussagenlogik offensichtlich entscheidbar: gege-
ben eine Formel ¢ mit Variablen x4, ..., z, erzeugt man systematisch alle 2" moglichen
Belegungen B und priift jeweils, ob B(p) = 1 (Auswertungsproblem). Dieser Algorith-
mus ist zwar einfach, aber vollkommen unpraktikabel aufgrund der exponentiell grofen
Zahl von Belegungen. Wir werden spéter sehen, dass es wahrscheinlich keinen wesentlich
effizienteren Algorithmus gibt. Das gilt bereits, wenn die Formeln in gewissen Normal-
formen gegeben sind, die wir als néchstes einfiihren.

Definition B.7 (KNF/DNF)

Ein Literal ist eine Formel der Form = oder —z, wobei = eine Aussagenvariable ist. Eine
aussagenlogische Formel ist in

e konjunktiver Normalform (KNF) wenn sie eine Konjunktion von Disjunktionen
von Literalen ist, also die folgende Form hat:

(GaV- Nl )N ANy V-Vl )

wobei /; ; Literale sind;

e disjunktiver Normalform (DNF) wenn sie eine Disjunktion von Konjunktionen von
Literalen ist, also die folgende Form hat:

(i ANlm) VNV (g A Al )

wobei /; ; Literale sind.

Eine Formel der Form ¢, V ---V {1 ,,, nennen wir Klausel.

Eine Formel in KNF ist also eine Konjunktion von Klauseln.

Satz B.8

Jede aussagenlogische Formel ist dquivalent zu einer Formel in DNF und zu einer Formel
in KNF.

Beweis. Sei ¢ eine Formel mit Variablen zq, . .
in ¢ definieren wir eine Formel

.y Tp. Zu jeder Belegung B der Variablen

Ip=L0L NNl
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wobei ¢; = x; wenn B(x;) = 1 und ¢; = —z; wenn B(z;) = 0. Seien By, ..., By alle
Belegungen der Variablen in ¢, so dass B;(¢) = 1. Setze

¢Z:031V"'\/193k.

Offensichtlich ist ¢/ in DNF. Zudem ist ¢) dquivalent zu ¢:

e Angenommen, es gilt B(y¢) = 1. Dann ist ¥ ein Disjunkt von ¢. Um zu zeigen, dass
B(y) = 1, geniigt es also, zu zeigen, dass B(dp) = 1. Dies ist aber offensichtlich.

e Angenommen, es gilt B(¢)) = 1. Da ¢ eine Disjunktion ist, existiert ein Disjunkt
tp mit B(¢p) = 1. Dies bedeutet offensichtlich, dass B und B’ alle Variablen in
¢ in identischer Weise interpretieren. Da tp/ ein Disjunkt in ¢ ist, gilt B'(p) = 1
und damit B(p) = 1.

Es bleibt, zu zeigen, dass ¢ auch dquivalent zu einer Formel in KNF ist. Dies geschieht
in folgenden Schritten:

1. ¢ ist aquivalent zu ——p;

2. in =y kann die innere Teilformel —¢ in eine dquivalente Formel in DNF umge-
wandelt werden, also ist ¢ dquivalent zu einer Formel der Form

S Lag AN ANl )V NV L N Nym,) ).

3. Anwendung der de Morganschen Gesetze ergibt zunachst

Al A ANl )N ANl A Al )

4. nochmaliges Anwenden von de Morgan liefert die gewiinschte Formel in KNF

(_\ng \/ ce \/ _‘gl,ml) /\ SEA (_‘gl,n \/ cet \/ _‘gl,mn>'
]

Man beachte, dass die Umformungen im Beweis von Satz B.8 eine DNF (bzw. KNF)
Formel ¢ liefern, die exponentiell grofser ist als die urspriingliche Formel (. Insbesondere
kann 1) aus bis zu 2" Disjunkten bestehen, wobei n die Anzahl der Variablen in ¢ ist. Es
gibt zwar raffinierte Umwandlungsverfahren als das im obigen Beweis verwendete, aber
ein im schlimmsten Fall exponentielles Vergrofern der Formel kann dabei (beweisbar!)
nicht verhindert werden.

Erfiillbarkeit von KNF Formeln und Giiltigkeit von DNF Formeln sind im wesentlichen
immernoch genauso schwierig wie fiir aussagenlogische Formeln, die in ihrer Form nicht
eingeschrénkt sind. Fiir die umgekehrten Fille gilt das nicht, also fiir die Giiltigkeit von
KNF Formeln und die Erfiillbarkeit von DNF Formeln. Es ist nicht schwer zu beweisen,
dass die letztgenannten Probleme in polynomieller Zeit 1sbar sind (Ubung).
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B.2. Pradikatenlogik

Die Priadikatenlogik ist eine Erweiterung der Aussagenlogik, die eine detailliertere Model-
lierung ermdglicht. Insbesondere erlaubt sie die Verwendung von Quantoren, bezeichnet
mit V und 4. Dies ermdglich zum Beispiel Aussagen der Form ,es gibt einen Fluf, der
durch Bremen flieft“ und ,alle Planeten sind Himmelskoérper, die um die Sonne krei-
sen“ ohne dass deren innere Struktur (wie in der Aussagenlogik) wegabstrahiert wird.
Wir benétigen dazu eine andere Semantik, die auf relationalen Strukturen anstatt auf
Belegungen beruht. Wie wir sehen werden, fiihrt die hohere Ausdrucksstirke der Pra-
dikatenlogik dazu, dass Erfiillbarkeit und Giiltigkeit unentscheidbar werden. Dennoch
spielt die Pradikatenlogik in der Informatik eine sehr wichtige Rolle, zum Beispiel als
formale Grundlage fiir SQL Datenbanken. Mit ,Prédikatenlogik meinen wir hier stets
die Pradikatenlogik erster Stufe (es gibt auch Préadikatenlogiken hoherer Stufe). Syn-
onyme sind Logik erster Stufe und auf englisch first-order logic.

Wir verwenden Prédikatensymbole und bezeichnen diese mit P, R, S. Jedes Préadika-
tensymbol hat eine zugeordnete Stelligkeit n € N. Intuitiv ist ein solches Symbol ein
Bezeichner fiir eine n-stellige Relation. Wir nehmen an, dass es beliebig viele Pradikaten-
symbole jeder Stelligkeit gibt. In der vollen Prédikatenlogik gibt es zudem Konstanten,
Funktionssymbole und meist auch Gleichheit. Wir lassen diese Elemente weg, um die
Prasentation einfach zu halten. Fiir mehr zur Pradikatenlogik wird die Bachelor-VL
,Logik” empfohlen.

Definition B.9 (Syntax Pridikatenlogik)
Die prddikatenlogischen Formeln sind induktiv wie folgt definiert:

e ist P ein n-stelliges Pradikatensymbol, dann ist P(zy,...,z,) eine Pridikatenlo-
gische Formel

e wenn ¢ und ¢ pradikatenlogische Formeln sind, dann auch
— =, (e AY), (¢ V) (Boolsche Operatoren)

— Jzp und Y ¢ (existentieller und universeller Quantor).

Wir lassen wieder die Klammern weg, wenn das Resultat eindeutig ist. Dabei binden
die einstelligen Operatoren (—,V,d) starker als die zweistelligen (A, V). Beispiele fiir
pradikatenlogische Formeln sind:

Vo 3y R(z,y) VeVyVz (( R(z,y) N R(y,z)) — R(z,z2))
—Jdz Jy Iz (A(x) A S(z,y,y,2) AN R(y, 2))

Die Semantik der Pradikatenlogik beruht auf relationalen Strukturen, die den Pradi-
katensymbolen eine Bedeutung zuweisen. Wenn zuséatzlich auch den Variablen eine Be-
deutung zugewiesen wird, spricht man stattdessen von einer Interpretation. Wir fiihren
direkt letztere ein.
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Definition B.10 (Semantik der Pradikatenlogik Teil I: Interpretationen)

Eine Interpretation ist ein Paar A = (U4, I4) wobei U4 eine beliebige aber nicht leere
Menge ist, die das Universum genannt wird, und I4 eine Abbildung, die

e jeder Variable z ein Element aus U4 zuordnet und
e jedem n-stelligen Prédikatensymbol P eine n-stellige Relation iiber U.

Statt [4(z) schreiben wir verkiirzend 2 und statt I4(P) schreiben wir P4

Variablen stehen im Unterschied zur Aussagenlogik also nicht mehr fiir Wahrheitswerte,
sondern fiir Elemente des Universums. Wir geben [ 4 stets nur fiir diejenigen Variablen
und Pradikatensymbole an, die in den betrachteten Formeln auch wirklich vorkommen.
Wie bereits erwiahnt ist eine relationale Struktur eine Interpretation, die lediglich die
Pradikatensymbole interpretiert, nicht jedoch die Variablen.

Wir wollen im folgenden zwei recht unterschiedliche Beispiele fiir logische Strukturen
betrachten.

Beispiel B.11

Wir verwenden ein einziges 2-stelliges (binéres) Priadikatensymbol R. Relationale Struk-
turen sind dann genau dasselbe wie gerichtete Graphen und werden praktischerweise
auch so dargestellt. Betrachte zum Beispiel die folgende Struktur A:

&
R

1

)

In der oben dargestellten Struktur A ist

Uy = {1,2,3,4}
RAY = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),,... }.
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Beispiel B.12

Es gibt enge Zusammenhénge zwischen Pradikatenlogik und Datenbanken. In diesem
Kontext sind Pradikatensymbole hoher Stelligkeit besonders wichtig. Deren Interpreta-
tion entspricht dann einer Tabelle im Sinne von SQL, eine relationale Struktur entspricht
also einer Menge von Tabellen und damit einer Datenbankinstanz. Als konkretes Beispiel
betrachte ein einzelnes 7-stelliges Pradikatensymbol Angestellt. Eine relationale Struktur
kann nun als Tabelle dargestellt werden, beispielsweise

Angestellt:

Klaus | Meier Abt1 Mauller H1 345 64431
Hans | Schmidt | Abt1 Kopke A3 24 53467
Tom | Mualler Abt2 Schmidt | H1 568 44660
Hein | Muck Abt1 Schmidt | B4 34 44579

Jede Zeile entspricht einem Angestellten. Die erste Spalte speichert dabei den Vornamen,
die zweite den Nachnamen, die dritte die Abteilung, die vierte den Nachnamen des
Vorgesetzten, die fiinfte die Biironummer, die sechste die Personalnummer und die siebte
die Telefonnummer.

In der oben dargestellten Struktur B ist
Us = {Klaus, Meier, Abt1, Miiller, H1, 345, ...}

Angestellt® = {(Klaus, Meier, Abt1, Miiller, H1, 345, 64431),
(Hans, Schmidt, Abt1, Kopke, A3, 24, 53467),

)

Wir miissen natiirlich noch festlegen, wie pradikatenlogische Formeln und Interpretatio-
nen zusammenhéangen.

Definition B.13 (Semantik der Pradikatenlogik Teil IT)

Sei A = (Uy, I4) eine Interpretation. Der Wahrheitswert A(p) von pradikatenlogischen
Formeln ¢ in A ist induktiv wie folgt definiert:

e wenn ¢ die Form P(zq,...,x,) hat, dann
A(p) =1 gdw. (zf,...,2) € PA
e wenn ¢ die Form —¢ hat, dann
Alp) =1 gdw. A(¥) =0
e wenn ¢ die Form ¢ A ¥ hat, dann
A(p) =1 gdw. A(y) =1 und A(W) =1
e wenn ¢ die Form ¢ V ¢ hat, dann
A(p) =1 gdw. A(¢) =1 oder A(Y) =1
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e wenn ¢ die Form dz ¢ hat, dann

A(p) =1 gdw. es ein d € Uy gibt so dass Aj,q (1) =1
e wenn ¢ die Form Vz v hat, dann

A(p) =1 gdw. fiir alle d € Uy gilt: A g () =1

wobei A, /4 (1) die Interpretation bezeichnet, die sich aus A ergibt, indem man 24 = d
setzt.

Wenn A(y) = 1, dann erfillt die Interpretation A die Formel . Wir sagen auch: A ist
ein Modell von .

Wir werden im folgenden meist Formeln verwenden, bei denen jede Variable im Sko-
pus eines Quantors ist. Derartige Formeln nennt man Sdtze. Zum Beispiel ist also
VeVy (R(z,y) — R(y,z)) ein Satz, nicht aber Yy (R(x,y) — 3z S(y,z)) denn das
Vorkommen der Variable x in der Teilformel R(x,y) ist nicht im Skopus eines Quantors.
Dass die Variable = ,spater” durch einen Existenzquantor gebunden wird und in der
Teilformel S(y,z) innerhalb dessen Skopus ist, spielt dabei keine Rolle. Eine prézisere
Definition ist im Prinzip auch nicht schwierig, wir verweisen auf einfithrende Literatur
zur Logik. Man kann leicht zeigen, dass der Wahrheitswert eines Satzes in einer In-
terpretation A unabhéngig davon ist, in welcher Weise A die Variablen interpretiert.
Das werden wir im folgenden implizit ausnutzen, indem wir im Falle von Sétzen nur
relationale Strukturen verwenden statt Interpretationen.

Als Beispiel betrachte man zunéchst nochmal die Struktur A aus Beispiel B.11. Der Satz
Vo Jy R(x,y) ist in dieser Struktur A erfiillt. Der Satz

VeYyVz ((R(z,y) AN R(y,z)) — R(z,2))

ist hingegen nicht erfiillt, denn es gilt (3,1) € R4, (1,2) € RA, aber (3,2) ¢ R*. Man
kann weiterhin tiberpriifen, dass der folgende Satz erfiillt ist:

Ve Vy (R(x,y) — 3z ( R(z,z) A R(y, 2) ).

Man betrachte nun die Struktur B aus Beispiel B.12. Der folgende Satz driickt aus, dass
es einen Angestellten gibt, der sich mit seinem Vorgesetzten das Biiro teilt:

Az -+ - 7 Jyg - - - Jy7 (Angestellter(xq, ..., z7) A
Angestellter(yy, y2, Y3, T2, Ts, Yo, Y1) )

Beachte, dass x5 den Nachnamen repréasentiert und in der zweiten Zeile an der Stelle des
Vorgesetzten verwendet wird. Das Teilen des Biiros wird dadurch reprasentiert, dass an
der fiinften Stelle, die das Biiro repréasentiert, in beiden Zeilen dieselbe Variable verwen-
det wird. Der obige Satz ist in B erfiillt. Im Kontext von Datenbanken interessiert man
such natiirlich nicht nur fiir erfiillt sein oder nicht, sondern méchte ,echte Antworten”’
(statt nur wahr/falsch). Auch das ist in der Pradikatenlogik machbar, wird hier aber
nicht weiter behandelt.
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Bemerkung. In wiefern ist die Pradikatenlogik eine ,Erweiterung” der Aussagenlogik?
Man beachte, dass in der Préadikatenlogik auch nullstellige Pradikatensymbole P zuge-
lassen sind. In jeder Interpretation A gilt entweder P = () oder PA = {()}, wobei () das
leere Tupel bezeichnet. Wir identifizieren ersteres mit ,, P ist falsch in A*“ und letzteres
mit mit ,, P ist wahr in A“. Nullstellige Priadikate verhalten sich also wie Aussagenvaria-
blen. Aussagenlogik entspricht nun der Prédikatenlogik mit ausschliefslich nullstelligen
Pradikatensymbolen. In diesem Fall eriibrigen sich Quantoren und prédikatenlogische
Variablen und die (fiir die Pradikatenlogik noch zu definierenden) Begriffe von Erfiill-
barkeit und Giiltigkeit stimmen {iberein.

Wir zeigen nun, dass die Erweiterung der Aussagenlogik zur Pradikatenlogik nichts an
der Entscheidbarkeit des Auswertungsproblems éndert.
Lemma B.14

Gegeben eine pradikatenlogische Formel ¢ und eine Interpretation A kann man entschei-
den, ob A(p) =1 (Auswertungsproblem,).

Beweis. Der folgende rekursive Algorithmus ergibt sich im Prinzip wieder direkt aus der
Semantik:

procedure auswertung(p, A)

case
¢ = P(z1,...,7,) do return (z7,... ') € PA
¢ =) do return 1 — auswertung(v,.A)
@ =1 AVY do return min{auswertung(¢, A), auswertung(d,.A)}
@ =1 V1Y do return max{auswertung(¢, A), auswertung(vJ,.A)}
¢ =3z do return max{auswertung(y, A q) | d € Ua}
¢ = V1 do return min{auswertung(y, Ay q) | d € Ua}

end case O]

Der obige Algorithmus lauft allerdings nicht mehr in Polynomialzeit. Man kann sich
iiberlegen, dass die Rekursionstiefe beschrankt ist durch die Grofe von ¢, die genauso
wie in der Aussagenlogik definiert ist. Zudem werden in jedem Schritt hochstens so viele
rekursive Aufrufe gemacht, wie U4 Elemente hat. Es ergibt sich also ein Rekursionsbaum
von linearer Tiefe und linearer Verzweigungszahl (der im Unterschied zur Aussagenlogik
aber nicht mehr einfach nur die Struktur der Eingabeformel widerspiegelt). So ein Baum
ist exponentiell grof und damit ist die Laufzeit des Algorithmus ebenfalls exponentiell. In
der Tat ist das Auswertungsproblem in der Pradikatenlogik wahrscheinlich nicht effizient
l6sbar (es ist PSPACE-vollstindig).

Erfillbarkeit und Giltigkeit in der Pradikatenlogik definiert man analog zur Aussagen-
logik.

Definition B.15 (Erfiillbarkeit, Giiltigkeit)
Eine pradikatenlogische Formel ¢ heisst
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e erfiillbar wenn es eine Interpretation A gibt, die ¢ erfiillt;

e giiltig wenn ¢ von jeder Interpretation A erfiillt wird.

Ein Beispiel fiir eine giiltige Formel ist 3z Vy P(x,y) — Yy 3z P(x,y). Um das nachzu-
weisen, kann man semantisch wie folgt argumentieren. Angenommen, eine Interpretation
A erfiillt 32 Vy P(z,y). Dann gibt es nach Semantik ein d € Uy so dass fiir alle e € Uy
gilt: (d,e) € PA. Es ist zu zeigen, dass A auch Vy 3z P(x,y) erfiillt. Sei also f € Uy.
Dann (d, f) € P# und damit ist d das gesuchte .

Unser Hauptresultat fiir die Pradikatenlogik ist, dass sowohl Erfiillbarkeit als auch Giil-
tigkeit unentscheidbar sind. Man tiberlegt sich leicht, dass die in Lemma B.6 formulierten
Reduktionen auch in der Pradikatenlogik gelten. Es ist also ausreichend, Unentscheid-
barkeit von Giiltigkeit zu zeigen. Wir erledigen dies durch eine Reduktion des PKP.

Satz B.16

Das PKP kann auf Giiltigkeit in der Pradikatenlogik reduziert werden. Damit ist Gliltig-
keit in der Pradikatenlogik unentscheidbar.

Beweis. Sei P = (uy,v1), ..., (ux, vg) eine PKP-Instanz. Wir konstruieren eine priadika-
tenlogische Formel ¢ p, so dass P eine Losung hat gdw. 1p giiltig ist (die Konstruktion
ist offensichtlich berechenbar). Das Alphabet von P sei ¥ = {ay, ..., a,}. Wir verwenden
ein einstelliges Pradikatensymbol P., zweistellige Préadikatensymbole R,,, ..., R,, , sowie
ein zweistelliges Pradikatensymbol S. Die Idee der Reduktion ist, dass die Menge aller
Worter iiber Y wie folgt als baumférmige relationale Struktur dargestellt wird:

P. repriisentiert £

repriisentiert ¢ repriisentiert ;.
7

Das Symbol S wird nun verwendet, um Losungskandidaten fiir P zu représentieren:
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Dabei verbindet S Knoten z,y wenn es eine Indexfolge iy,...,4, gibt, so dass x =
Uy -+ -, und y = v, ---v;,. Die im obigen Beispiel dargestellten Kanten ergeben sich
zum Beispiel falls P = {(a1,a,), (a1, @10,01), (Gnan,a1),...} (der Ubersicht halber sind
nicht alle sich ergebenden Kanten dargestellt). Die Existenz einer Losung entspricht nun
offensichtlich genau der Existenz einer reflexiven S-Schleife!

Wir beschreiben nun die angekiindigte Konstruktion der Formel ¢p. Als Abkiirzung
definiere zunéchst fiir jedes Wort w = a;, - -+ a;, € ¥

V(21 2¢) 1= Frg -+ - 3wp1 ( Ry, (21, 22) A A Ry (T0-1,20) ),

mit anderen Worten: x, repréasentiert die Konkatenation von z; mit w. Die folgenden
Formeln beschreiben nun das PKP P:

wp = JxP.(z)A
N Vo 3y R (z,y) A

1<i<n

I\ Yy Vyo ((Pe(x) A, (2,51), Ay, (2, 42) = S(y1,2) ) A

1<i<k

/\ Vg Vs Yy Vo ((5(56’17952) AN Og, (21, 91), Ny, (z2,12) = S(y1, Z/z))

1<i<k

vp = @ — JxS(x,x)
Wir zeigen, dass ¢ p giiltig ist gdw. P eine Losung hat.

“=7". Angenommen, ¥ p ist giiltig. Betrachte die oben bereits informell beschriebene
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Struktur A:
Uy = X*
Pr = {¢}
R {(w,wa;) | w e X*}

SA = {(wy,ws) | es gibt Indexfolge i1, ...,i, (¢ > 0), so dass

w1 = Uy -ui2-~-uiz und Wy = Vyy -viQ---viE}

Man tiberpriift leicht, dass A die Formel pp erfiillt. Da ¢ p giiltig ist, muss A dann auch
Jx S(x, z) erfiillen. Also gibt es ein w € ¥* mit (w,w) € S#. Nach Konstruktion von A
gibt es daher eine Losung fir P.

“<” Angenommen, P hat eine Losung. Sei A eine Interpretation, die pp erfiillt. Zu
zeigen: A erfiillt auch 3z S(z,z). Wéhle dazu eine konkrete Losung iy,...,7 (¢ > 0)
fiir P.

Da A die Formel ¢p erfiillt, erfiillt A die folgenden Eigenschaften:
1. es gibt ein d. € U4 mit d. € Pg“

2. weiter gibt es fiir jedes w € XT ein d,, € Uy so dass
(i, dua,) € Rfi fir alle w € ¥* und a; € &

3. fiir 1 < j < Lgilt (ug, - wiy, v - v;;) € SA.

Da iy,...,i, Losung fiir P, gilt w;, ---u;, = v, - vy, also (ug, -+ wg,, ug, - ug,) € SA
und damit ist 3z S(z, z) erfillt. O
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C. Zusammenfassung Entscheidungsprobleme und

Abschlulleigenschaften

Wortproblem | Leerheitsprob. | Aquivalenzprob.
Typ 0 Grammatik unentsch. unentsch. unentscht.
Typ 1 G tik PSpace- -ntsch ntsch
yp 1 Gramma vollstiindig unentsch. unentsch.
g%f)pAz Grammatik / polyzeit polyzeit unentsch.
det. PDA linearzeit polyzeit entscheidbar
NEA /reg. Ausdruck / . . , . PSpace-
. linearzeit linearzeit .
Typ 3 Grammatik vollstindig
DEA linearzeit linearzeit polyzeit
LinLy | LiULy L Ly Ly L
Typ 0 v v X v v
kontextsensitiv ‘/ ‘/ ‘/ ‘/ ‘/
kontextfrei X ‘/ X ‘/ ‘/
det. kontextfrei X X ‘/ X ) 4
reguldr v |V |V | VY
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Abkiurzungsverzeichnis

Dz . beziehungsweise
DEA deterministischer endlicher Automat
0 0 P das heifst
DM deterministische Turingmaschine
EBNE erweiterte Backus-Naur-Form
Bl C. o et cetera
BAW . genau dann wenn
ey PP gegeben
P im allgemeinen
LB A linear beschréankter Automat
MPKP ... modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem
NEA nichtdeterministischer endlicher Automat
NP nichtdeterministisch polynomiell
NTM nichtdeterministische Turingmaschine
oB.d. A, ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit
PDA pushdown automaton (Kellerautomat)
AdPDA Deterministischer Kellerautomat
PKP Postsches Korrespondenzproblem
P Pradikatenlogik erster Stufe
SAT ... satisfiability problem (Erfiillbarkeitstest der Aussagenlogik)
0 Turingmaschine (allgemein)
10 unter anderem
URM unbeschrankte Registermaschine
VL vergleiche
Z. B zum Beispiel
L was zu beweisen war (q.e.d)
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Mathematische Symbole und

Notation

S Mengenklammern
TE M x ist Element der Menge M
My C My oo M, Teilmenge von M,
My C Myoder My © My oo M echte Teilmenge von My
e leere Menge
My UMy oo Vereinigung von Mengen M; und M,
My Mo Schnitt von Mengen M; und M,
My \ My oo Mengendifferenz: M; ohne die Elemente von My
M Komplement der Menge M
......................... (beziiglich einer als bekannt angenommenen “Gesamtmenge”)
My X< My oo Kreuzprodukt der Mengen M; und My
M| o Kardinalitiat der Menge M (Anzahl Elemente)
M Potenzmenge von M (Menge aller Teilmengen)
N logisches “und”
Ve logisches “oder”
TP logisches “nicht”
= (auch —) ... logisches “impliziert”
S (auch <) oo logisches “genau dann, wenn”
N Menge der natiirlichen Zahlen
f:M—=M Funktion f bildet von Menge M in Menge M’ ab
2 P n Fakultat
feog) oo, Funktion f wéchst schlieklich nicht schneller als Funktion ¢
flp oo Einschrankung der Funktion f auf Definitionsbereich D
2 Aquivalenzrelation
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Zusammenfassung Entscheidungsprobleme und AbschlufSeigenschaften

e Alphabet (oft auch: Eingabealphabet)
A, 0, C Alphabetssymbole
W, Uy Uy Ly Yy 2 e ee e e e e ettt e e e e e e e e Worter
€ e e leeres Wort,
A Wort, das aus n mal dem Symbol a besteht
W] Lénge des Wortes w
W oo Anzahl Vorkommen des Symbols a im Wort w
WL W+ et ettt e e e e e e e Konkatenation der Worter wy und w-
L formale Sprache
Ly Lo oo Konkatenation der Sprachen L; und Lo
Lt i-fache Konkatenation der Sprache L mit sich selbst
L Kleene Stern, angewendet auf die Sprache L
L =L -L*
A Automat (DEA, NEA, Kellerautomat, LBA, Turingmaschine)
G o Zustandsmenge
PP Endzustandsmenge
2 P Zusténde von Automaten
GO e e Startzustand von Automat
O Ubergangsfunktion von deterministischen Automaten
Ao Ubergangsrelation von nichtdeterministischen Automaten / Turingmaschinen
L(A) o Vom Automaten A erkannte Sprache
D3 A e NEA A kann in einem Schritt unter Lesen von Symbol a

............................................... von Zustand p in Zustand ¢ iibergehen
Do A oo NEA A kann unter Lesen von Wort w

............................................... von Zustand p in Zustand ¢ iibergehen
D G e NEA A kann in ¢ Schritten

............................................... von Zustand p in Zustand ¢ iibergehen
T S et e regulére Ausdriicke
T S e reguldrer Ausdruck fiir Konkatenation
L e PP regulérer Ausdruck fiir Vereinigung
T regulérer Ausdruck fiir Kleene Stern
Regs, Menge aller regulédrer Ausdriicke iiber >
GG Zustiande ¢ und ¢’ sind A-dquivalent
[qla o Aquivalenzklasse von Zustand ¢ bzgl. ~ 4
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Zusammenfassung Entscheidungsprobleme und AbschlufSeigenschaften

R P Nerode-Rechtskongruenz fiir Sprache L
(U] Aquivalenzklasse von Wort u bzgl. ~
A A Die DEAs A und A’ sind isomorph
G o Grammatik
N Menge der nichtterminalen Symbole einer Grammatik
P oo Menge der Regeln (Produktionen) einer Grammatik
A B, O Nichtterminale Symbole
P Startsymbol
U =2 U et e Produktion einer Grammatik
rhey o Wort y aus Wort x in Grammatik G in einem Schritt ableitbar
TRy Wort y aus Wort x in Grammatik G in ¢ Schritten ableitbar
TELY Wort y aus Wort « in Grammatik G ableitbar
L(G) o von Grammatik G erzeugt Sprache
L Klasse der Sprachen vom Typ 0
L Klasse der kontextsensitiven Sprachen (Typ 1)
Lo Klasse der kontextfreien Sprachen (Typ 2)
L3 Klasse der reguléren Sprachen (Typ 3)
Do Kelleralphabet (Kellerautomat), Bandalphabet (Turingmaschine)
) e Kellerstartsymbol
EbEa Kk oo Kellerautomat / Turingmaschine 4 kann in einem Schritt von

....................................... Konfiguration k& in Konfiguration £’ iibergehen
kEGE o Kellerautomat / Turingmaschine A kann in ¢ Schritten von

....................................... Konfiguration k& in Konfiguration £’ iibergehen
EESGE oo Kellerautomat / Turingmaschine A kann von Konfiguration k& in

.......................................................... Konfiguration k" {ibergehen
L4 Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen
2P Blank Symbol (Turingmaschine)
S, Bandendesymbole (LBA)
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Griechische Buchstaben

Kleinbuchstaben und einige typische Verwendungen im Skript

QU e e e alpha
B e beta
0 gamma
§ (bezeichnet meist Ubergangsfunktion) .....................c.oooviiiiiiii... delta
e (bezeichnet meist das leere Wort) ........ ..o epsilon
G e zeta
P eta
6 (manchmal auch ¥) ... ... theta
L e lota
B e e e kappa
A lambda
L e my
L e ny
e xi
O e omikron
7 (bezeichnet meist Pfad in NEA) ... oo pi
D e rho
o2 sigma
P tau
L3P ypsilon
¢ (manchmal auch @) ... ... phi
X v e e e e chi
PP psi
L e e e e omega
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Zusammenfassung Entscheidungsprobleme und AbschlufSeigenschaften

Grofbuchstaben und einige typische Verwendungen im Skript

I' (bezeichnet meist Keller- bzw. Bandalphabet) ......................... ... Gamma
A (bezeichnet meist Ubergangsrelation) .......................ccoiiiiiiiiiiin.. Delta
O Theta
P Lambda
P Pi
e Xi
¥ (bezeichnet meist Alphabet) ... ... .. Sigma
0 P Ypsilon
B Phi
PP Psi
0P Omega

Die restlichen griechischen Buchstaben existieren nicht als Groftbuchstaben.
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