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Vollständigkeit der Logik erster Stufe

Ziel:

Satz:
Φ |=FOL ψ =⇒ Φ `FOL ψ

Das reduziert zu

Satz: Jede FOL-konsistente Formelmenge ist FOL-erfüllbar.
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Beweisstrategie, Schritt 1

Definiere Henkin-Theorie TH = (ΣH,ΦH) als Erweiterung

von Σ um Zeugenkonstanten cφ und Zeugenaxiome

(H1) (∃x. φ) =⇒ φ[cφ/x]

sowie um Axiome (H2)–(H5), die die Schlußregeln für ∃, ∀,
= ersetzen. Dabei

ΣH =
∞⋃
n=0

Σn,

Σn+1 enthält Zeugenkonstanten für Σn.
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Das Geburtstagslemma

bd(cφ) = min{n | cφ ∈ Σn}

Lemma: Sei bd(cφ) ≥ bd(cψ). Dann kommt cφ im

Zeugenaxiom für cψ nicht vor.
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Beweisstrategie, Schritt 2

Eliminationssatz: Sei Φ Menge von Σ-Formeln, ψ

Σ-Formel. Dann gilt

Φ ∪ ΦH `ΣH
ψ =⇒ Φ `Σ ψ.

Bereits reduziert auf Zwischenziel

Φ ∪ ΦH `ΣH
ψ =⇒ Φ `ΣH

ψ
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Beweisstrategie, Schritt 3

Satz (Henkin-Konstruktion): Sei h WB mit

ĥ(AL(φ)) = > f.a. φ ∈ ΦH.

Dann existiert eine FO-Struktur Mh, so dass

Mh |= φ ⇐⇒ ĥ(AL(φ)) = > f.a. Formeln φ
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